ODDZIAE INTENSYWNEGO MYSLENIA
OIMPrIADA NR 1 (14—15 MARCA 2026)
TRENING PRZED FINALEM OM, DZIEN 1

ZADANIE 1. Jas ma plansze w ksztalcie trojkata rownobocznego o boku 6,
podzielong liniami réwnoleglymi do jej bokéw na 36 pol w ksztalcie trojka- /@\
tow rownobocznych o boku 1. Kazde pole Jas chce ozdobi¢ gwiazdka. Do ich

zrobienia uzywa pieczatek o nastepujacych ksztattach:

By oo A8

Jas dba o estetyke: na kazdym polu chce odbi¢ gwiazdke tylko raz i nie chce ubrudzi¢ ramy swojej
planszy. Kazda z pieczatek zdobi wiec za kazdym razem trzy jeszcze nieozdobione pola planszy. Czy
Ja$ moze zrealizowac postawione sobie zadanie?

ZADANIE 2. Niech:

F(x1, X2, X3, X4, X5) = (X7 + X5 + x5 + x5 + x2) — (x} + x5 + x5 + x; +x3).
Liczby rzeczywiste ay, ay, as, as, as spelniajg warunek a; + a; + as + a4 + as = 0 i maja nastepujaca
wlasnosé: jesli xq + x2 + x3 + x4 + x5 = 0, to

F(x1, X2, X3, X4, X5) < F(ay1, az, as, ay, as).

Wyznacz warto$¢ F(ay, ap, as, aq, as).

ZADANIE 3. W trojkacie ABC kat przy wierzchotku C jest rozwarty. Punkt P lezy wewnatrz trojkata
ABC, a proste AP, BP i CP przecinaja boki tego trojkata odpowiednio w punktach D, E i F. Prosta
BE przecina prosta DF w punkcie X. Zal6zmy, ze:

|<EDF| = |<ACX| = 90°.
Udowodnij, ze:

|<CFD| = |<CAD| + |<CBE|.

Zasady:

e Masz pie¢ godzin na rozwigzanie trzech zadan, jak na finale OM.

e Rozwigzania w postaci trzech plikow PDF zgtos przez formularz internetowy:.

e Moga to by¢ skany/zdjecia odrecznych notatek, mozesz tez pisac na tablecie lub komputerze.
e Pisz uczciwie. To nie prawdziwe zawody, chodzi tylko o to, by sie sprawdzic.

e Jesli jestes uczestnikiem OIM, otrzymasz mailem oceny i komentarze do swoich rozwigzan.
o Jesli nie, to w miare mozliwosci tez, ale by¢ moze nieco pézniej, sprawdzanie troche trwa.



ODDZIAE INTENSYWNEGO MYSLENIA
OIMPrIADA NR 1 (14—15 MARCA 2026)
TRENING PRZED FINALEM OM, DZIEN 2

ZADANIE 4. Niech r, oznacza reszte z dzielenia liczby n® przez 67. Udowodnij, ze istnieja dodatnie
liczby catkowite N oraz T, takie ze r,y7 = r, dlan > N.

ZADANIE 5. Malgosia ma wypukty wieloscian, ktorego jedna $ciana jest czworokatem, a wszystkie
pozostate sa trojkatami. Malgosia sprawdzila, Ze moze pokolorowac kazdg krawedz swojej bryty na
amarantowo, bordowo lub cynobrowo w taki sposob, aby kazdy trojkat utworzony z tych krawedzi
mial boki trzech réznych kolorow.

Jas bardzo nie lubi czworokatow. Poprosit wiec Marysie o dorysowanie jednej z przekatnych czwo-
rokatnej $ciany, ktora podzieli jg na dwa trojkaty. Czy Malgosia moze spetnic zyczenie Jasia, a potem
pokolorowa¢ wszystkie krawedzie swojego wielo$cianu oraz dorysowang przekatng w taki sposob,
aby kazdy trojkat na powierzchni bryly miat boki trzech réznych kolorow?

ZADANIE 6. Kula Q jest styczna do wszystkich krawedzi czworoscianu ABCD. Niech a, b, ¢, d ozna-
czaja dtugosci odcinkow stycznych do Q poprowadzonych odpowiednio z wierzchotkéw A, B, C, D.
Udowodnij, ze srodek kuli Q nalezy do czworoscianu ABCD wtedy i tylko wtedy, gdy:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-+ -+ == - -+ -+ == - -+ -4+ == - —+ -+ == —.
a b ¢ d a b d ¢ a ¢ d b b ¢ d a

Zasady:

e Masz pie¢ godzin na rozwigzanie trzech zadan, jak na finale OM.

e Rozwigzania w postaci trzech plikow PDF zgtos przez formularz internetowy:.

e Moga to by¢ skany/zdjecia odrecznych notatek, mozesz tez pisac na tablecie lub komputerze.
e Pisz uczciwie. To nie prawdziwe zawody, chodzi tylko o to, by sie sprawdzic¢.

o Jesli jestes uczestnikiem OIM, otrzymasz mailem oceny i komentarze do swoich rozwigzan.
o Jesli nie, to w miare mozliwosci tez, ale by¢ moze nieco pézniej, sprawdzanie troche trwa.



ZADANIE 1. Jas$ ma plansze w ksztalcie trojkata rownobocznego o boku 6,
podzielona liniami réwnoleglymi do jej bokow na 36 pol w ksztalcie troj- /@\
katow rownobocznych o boku 1. Kazde pole Jas chce ozdobi¢ gwiazdka.

Do ich zrobienia uzywa pieczatek o nastepujacych ksztattach:

B o BB

Jas dba o estetyke: na kazdym polu chce odbi¢ gwiazdke tylko raz i nie chce ubrudzi¢ ramy
swojej planszy. Kazda z pieczatek zdobi wiec za kazdym razem trzy jeszcze nieozdobione pola
planszy. Czy Ja$ moze zrealizowac postawione sobie zadanie?

Rozwiazanie: Plansza ma 15 trojkatnych pol \/ z wierzcholkami ulozonymi
odwrotnie niz plansza. Kazde odbicie pieczatki zdobi albo trzy takie pola, albo /@\
zadnego, zatem Ja$ musi pigciokrotnie odbi¢ pieczatke na trzech takich polach.
Z drugiej za kazdym razem Jas moze ozdobi¢ co najwyzej jedno pole z sze$ciu
zaznaczonych na rysunku obok. Zatem Jas nie zrealizuje swojego zadania. O

Uwaga: Rozwazmy ogoélniejsze zadanie, w ktérym plansza ma bok dlugosci n.
Podzielmy pola planszy na dwa typy: pola /\ (z wierzchotkami utozonymi
tak jak plansza) oraz pola \/ (z wierzcholkami ulozonymi odwrotnie niz plansza). Kazde odbicie
pieczatki ozdabia tylko pola jednego typu, wiec mozemy je rozwazaé osobno. Co wigcej, pola \/
mozemy obréci¢ o 60°, uzyskujac w ten sposob to samo zadanie dla pél /\ na planszy rozmiaru
n — 1. Odtad wiec bedziemy sie zajmowali wylacznie polami /\ i dla wygody bedziemy je nazywacé
po prostu polami.

Mamy zatem nowe zadanie: chcemy ozdobi¢ (przy pomocy tych sa-
mych pieczatek i z zachowaniem tych samych zasad) 3n(n + 1) pol /\
ulozonych w trojkatna plansze o boku dlugosci n. Sprobujmy wyznaczy¢
wartosci n, dla ktorych istnieje rozwigzanie. Z pewnoscia liczba p6l musi
by¢ wielokrotnoscig 3, a wiec n musi dawac reszte z dzielenia przez 3
rézng od 1.

Krok 1. Gdy n = 2, plansza ma ksztalt jednej z pieczatek, wiec Jasiowi
sie uda ja udekorowac.

Niech n = 3. Oznaczmy trzy pola narozne. Kazde uzycie pieczatki
ozdobi co najwyzej jedno takie pole, wiec ozdobienie ich wszystkich wy-
maga co najmniej trzykrotnego odbicia pieczatki. Jednak taczna liczba pol
na planszy to 6, mniej niz 9. Wobec tego dla n = 3 ozdobienie wszystkich
pol nie jest mozliwe.

Ten sam argument dziata w przypadku n = 5: do ozdobienia szesciu o o
po6l w rogach planszy i przy srodkach jej bokéw potrzeba co najmniej o\/0 o\/0
szeSciu odbic¢ pieczatek, ale pdl jest 15, mniej niz 18, sprzecznos¢.

Gdy n = 6, odpowiedzia ponownie jest ,nie”, ale dowod jest odrobine
dluzszy. Pola narozne i ich sgsiedzi, oznaczone symbolami o na rysunku
obok, musza zosta¢ ozdobione w jedyny mozliwy sposéb. Ozdobienie
kazdego z pdl oznaczonego # skutkuje ozdobieniem pola oznaczonego &, zatem te trzy pola muszg

RysuNeEk 1. Oznaczenia pol
dlan=2, 3,5, 6.

by¢ ozdobione jednoczesnie. Analogicznie trzy pola oznaczone © musza by¢ ozdobione jednoczesnie.
Nie ma zatem sposobu, by ozdobic¢ pole oznaczone ¢, sprzecznosc.

W podobny, lecz duzo bardziej skomplikowany sposéb mozemy wykluczy¢ n = 8. Powstrzymamy
si¢ od tego, bo za chwile podamy ogoélniejszy argument.

Krok 2. Co zaskakujace, istnieje rozwigzanie dla n = 9. Jego konstrukcja nie jest jednak oczywista.
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RYSUNEK 2. Oznaczenia pol i rozwigzanie dlan = 9.

Zacznijmy od wybrania p6l w analogiczny sposéb, jak w przypadku n = 5. W ten sposéb oznaczo-
nych jest 15 pol, z ktorych kazde musi zosta¢ ozdobione osobno. Poniewaz wszystkich pol jest 45,
kazde odbicie pieczatki musi ozdobi¢ oznaczone pole. Z tg wiedza duzo tatwiej skonstruowacé roz-
wigzanie.

Nietrudno do powyzszego diagramu doklei¢ poprawnie ozdobiony pasek szerokosci 2 lub 3, uzy-
skujac rozwigzania dla n = 11 oraz n = 12. W analogiczny sposob z rozwiagzania dla n = 12 uzyskuje
sie rozwigzanie dla n = 14. Rownie tatwo dokladac paski szerokosci 12. Udowodnili$my zatem ist-
nienie rozwigzania dla wszystkich n, ktore daja reszte z dzielenia przez 12 réwna 0, 2, 9 lub 11.

Krok 3. Okazuje sig, ze wilasnie taka jest ostateczna odpowiedz do nowego zadania. Udowodnili
to po raz pierwszy J. H. Conway oraz J. C. Lagarias w 1990. Ponizej przedstawiamy ich argument w
nieco prostszej wersji, pochodzacy od Jamesa Proppa.

Przypuscmy, ze plansze rozmiaru n da sie ozdobi¢ zgodnie z wy-
maganiami Jasia. Powiekszmy kazde trojkatne pole do szesciokata,
tak, aby plansza przypominata plaster miodu. Nastepnie poskle-
jajmy wszystkie uktady trzech szesciokatnych pdl, ktére zostaly
ozdobione jednym odbiciem pieczatki. W ten sposéb plansza zo-
staje wypelniona uktadami zlozonymi z trzech sklejonych ze soba
szeSciokatow. Sa przy tym uklady dwoch typow: jeden pochodzi od
pieczatek o ksztalcie przypominajacym trojkat, drugi zas — od tych
przypominajacych szesciokat. Dla uproszczenia bedziemy mowic o
pieczatkach trojkatnych i szesciokatnych.

Bedziemy rozwazac Sciezki, czyli tamane, ktorych kolejne wierz-
cholki sg sgsiadujacymi ze sobg wierzchotkami szesciokatnych pol.
W kazdym wierzchotku $ciezka moze skreci¢ w lewo lub w prawo

Rysunek 3. Ramki w przykiado-
wym rozwigzaniu dla n = 9.

albo zawroci¢. Zakladamy, ze Sciezki zaczynaja si¢ z wierzchotka typu L (z ktorego wychodza
krawedzie w gore, w prawo w dot i w lewo w dot) i majg parzysta dlugosé. Kazdej takiej $ciezce
przyporzadkowujemy jej cieri, okreslony nastepujaco. Skrety cienia o numerach parzystych sg w te
sama strone, co w oryginalnej $ciezce, a skrety o numerach nieparzystych — w przeciwna; jesli za$
Sciezka zawraca, to cieh rOwniez zawraca.

Bezposrednio sprawdzamy, ze jesli Sciezka obiega uktad trzech pdl pochodzacych od tréjkatnej
pieczatki, to jej cien ma ten sam ksztalt, obiegany w te sama strone. Z kolei jesli oryginalna Sciezka
obiega uklad trzech pdl pochodzacych od szesciokatnej pieczatki, to jej cien tez ma ten sam ksztalt,
ale obiegany w przeciwng strone. Dosc¢ jasne jest tez, ze Sciezke obiegajacg kilka uktadow mozna
uzyskac przez sklejenie $ciezek obiegajacych pojedyncze uktady (i ewentualne usuniecie nawrotow).
Nieco trudniej sprawdzi¢, ze cien takiej potaczonej sciezki mozna rownie dobrze uzyskac przez pota-
czenie cieni poszczegodlnych fragmentow (i ewentualne usunigcie nawrotéw). Pomijamy szczegoty,
ktore duzo wygodniej byloby wyrazi¢ w jezyku teorii grup.



Przypusémy, Ze calg plansze mozna wypelni¢ uktadami pochodzacymi od dwoéch pieczatek Ja-
sia. Rozwazmy $ciezke obiegajaca lewoskretnie calg plansze. Na mocy obserwacji poczynionej po-
wyzej, cien tej Sciezki wraca do punktu startowego. Niech p oznacza liczbe uktadéw pochodza-
cych od trojkatnej pieczatki, zas ¢ — tych pochodzacych od pieczatki szesciokatnej. Oczywiscie
3p +3q = %n(n + 1) jest liczba pol. Ponadto kazdy z p + q ukltadow jest obiegany przez nasza
sciezke dokladnie raz, lewoskretnie. Cien naszej ciezki jest potaczeniem cieni Sciezek obiegajacych
poszczego6lne uklady. Na mocy uwagi z poprzedniego akapitu jesli dla kazdego szesciokatnego pola
obliczymy, ile razy cien naszej Sciezki obiega to pole lewoskretnie (liczac obiegniecia w prawo ze
znakiem minus), a nastepnie wysumujemy uzyskane liczby, otrzymamy 3p — 3q; jest to niezmiennik
Conwaya—Lagariasa. Z drugiej strony cien naszej $ciezki mozemy wyznaczy¢ bezposrednio: obiega
on wylacznie trzy pola, kazde z nich [%n] razy. Oznacza to, ze 3p+3q = 3n(n+1) oraz 3p—3q = 3 [%n]
Pozostaje zauwazyc¢, ze skoro liczby te maja te sama parzystos¢, to reszta z dzielenia n przez 12 nie
moze by¢ zadna z liczb 3, 5, 6 oraz 8.

Reszty 1, 4, 7 oraz 10 wykluczyliSmy na samym poczatku. Z kolei jesli n daje reszte 0, 2, 9 lub
11, w pierwszej czesci rozwigzania wykazaliSmy, ze plansze w istocie da sie ozdobi¢. To konczy
rozwigzanie nowego zadania.

Udowodnilismy wiec, Ze rozwigzanie oryginalnego problemu Jasia na planszy rozmiaru n istnieje
wtedy i tylko wtedy, gdy n jest podzielne przez 12. O



ZADANIE 2. Niech:
F(x1, x2, X3, X4, X5) = (xf +x§ +x§ +xi + x52) - (x‘l1 + xg + xg + xﬁ + xé).

Liczby rzeczywiste ay, ay, as, as, as spelniaja warunek a; + a; + as + a4 + as = 0 i maja nastepujaca
wlasnosc: jesli x; + xz + x3 + x4 + x5 = 0, to

F(x1, x2, X3, X4, x5) < F(ay, as, as, as, as).

Wyznacz wartos$¢ F(ay, az, as, a4, as).

Rozwiazanie: Krok 1. Niech P(x) = x* — x*. Wtedy:
F(x1, x2, %3, X4, X5) = P(x1) + P(x2) + P(x3) + P(x4) + P(xs).
Ustalmy liczbe rzeczywistg m i rozwazmy funkcje:
f()=P(m+t)+P(m—1t) =
=(m+t)’+(m-0)>-(m+0)*—(m-1)*=
=2(m?* —m*) + 2(1 — 6m*)t* — 2t*.

Po podstawieniu t* = s otrzymujemy funkcje kwadratowa, ktéra osiaga wartoé¢ najwieksza dla

s rOwnego sy = %(1 — 6m?) i jest malejaca na przedziale [sy, ). W takim razie jesli sp < 0, to f
osigga wartos¢ najwieksza, gdy t = 0. Z kolei gdy sy > 0, to f przyjmuje warto$¢ najwieksza dla

t = £4/s9. W obu przypadkach warto$¢ najwieksza jest osiagana tylko wtedy, gdy ¢ = +t,, gdzie:

1 — 6m?
\/ dy 1 —6m? > 0,
th = 2 8 m

0 W przeciwnym razie.

Krok 2. Dla liczb ay, ay, as, as, as z zadania okreslmy m = %(al +ay) oraz t = %(al — az). Wtedy
a; = m+toraz a; = m — t. Niech f oraz t; beda okreslone jak wyzej i niech:

X1 =m+ iy, X2 = m — Iy, X3 = as, X4 = Qg, X5 = as.
Skoro x; + x; = 2m = a; + a;, mamy:
X1+Xo+X3+X4+X5=a1+ay+as+aq+as =0.
Z zalozen zadania wynika, zZe:
0 < F(ay, az, as, aq, as) — F(x1, x2, X3, X4, X5) =
= P(a1) + P(az) — P(x1) - P(x2) =
=P(m+t)+P(m—t)—P(m+ty) —P(m—1ty) =
= f(t) = f (%),
czyli f(t) > f(ty). W pierwszym kroku wykazalismy, ze f(t) < f(t), a wiec f(¢) = to. Rowniez

w pierwszym kroku zauwazylismy, ze rownos¢ ta oznacza, ze t = +t,. Rozwazmy dwa przypadki.
e Jesli1 — 6m? < 0, to t) = 0 i wobec tego a; = as.
e Jesli1 — 6m? < 0, to:
1—6m? B (a1 —a2)? 2-3(ay +ay)?
2 4 4

2 _ 42 _ g2 _ — g2+ 4% _1
t" =ty =t =ajta;+aia; — 3,
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a wiec warunek ¢ = +¢, przyjmuje postac af + a% +aja; = Stqd la;| < ¥ oraz:

ar £ /% - at. (1)

Podsumowujac: albo a; = a,, albo zachodzi (1).

Krok 3. Tak samo dowodzimy analogicznych zwigzkéw miedzy dowolnymi dwoma wyrazami
ciagu ay, ay, as, as, as. W ciagu tym wystepuja zatem co najwyzej trzy wartosci, przy czym jesli jedna
z nich jest a, to pozostale muszg by¢ postaci —%a + ,/% — a?. Jest pie¢ mozliwosci.

o Wszystkie wyrazy ciagu ay, ay, as, as, as sa rOwne. Wtedy a; = a; = a3 = a4 = as = 0 oraz:
F(ay, as, as, a4, as) = F(0,0,0,0,0) = 0.
e Cztery wyrazy sa rowne a, a jeden —4a. Wtedy:
F(ay, az, as, aq,a5) = F(a, a,a,a,—4a) = 20a® — 260a* = 20a2(1 - 13a2).
Z nieré6wnosci miedzy $rednimi, 13a%(1 — 13a?) < 1, zatem:
F(ai, a3, a3, as, as) <
e Trzy wyrazy sg rowne a, a pozostale dwa —éa. Wtedy:

3
2

a——a) 15a2 1054 15,21 _ 742)

F(ay, az, as, a4,as5) = F(a,a,a,— 8 5 1

Z nier6wnoéci miedzy $rednimi %az(l - %az) < i, zatem:

15

F(ah ay, ds, dg, aS) 14°

z rOwnoscia gdy a = @.
e Trzy wyrazy sg rowne a, jeden —%a = A /% — a?, ostatni za$ ——a + 4[5 — a?. Wtedy:

O=ar+az+as+as+as =3a+(—3a— /3 —a®) + (—3a+./3 - a®) = 2a,

czyli a = 0. Otrzymujemy:
F(a19a23a3,a45a5)_F( 0 0 03 \/_)__

e Jeden wyraz jest réwny a, dwa s3 réwne —2a — %

> — a2, kolejne dwa —3a+ /3 — a®. Wtedy:

O=ar+az+as+as+as=a+2(—3a— /3 —a®) +2(—3a+/3 — a%) = —q,
czyli a = 0 oraz:
F(“l) a25 a?)’ a4s as) = F(_ﬁi _g’ 05 %5 £) = 1

15
14’

oraz as = a4 = ds = g Odpowiedzig jest wiec ﬁ. O

W kazdym przypadku wartos¢ F(as, az, as, as, as) jest nie wieksza niz =2

3V14
14

za$ wartos¢ te uzyskujemy,
biorac a; = a; = —
Uwaga 1: Wykazemy nizej, ze ciag ay, as, as, as, as z tresci zadania jest poprawnie okreslony, tzn.
funkcja F w istocie osiagga warto$¢ najwieksza (rowna %) w zbiorze ciggdw xi, X3, X3, X4, X5 spelnia-
jacych warunek x; + x3 + x3 + x4 + x5 = 0 jest ﬁ

Funkcja F jest ciggla, zatem — na mocy twierdzenia Weierstrassa o osigganiu kreséw — osiaga
warto$¢ najwieksza w zbiorze opisanym warunkami x; + x; + x3 + x4 + x5 = 0 oraz dodatkowo
Ix;| < 2dlai=1,23,4,5 (jest to bowiem domkniety i ograniczony podzbi6ér R®). Ponadto wartoéé
ta jest nie mniejsza niz F(0,0,0,0,0) = 0.

Poniewaz x? — x* = x?(1 - x?) < ;11 dla wszystkich wartosci x oraz x* — x* < —12 gdy |x| > 2
to F(x1, x2, x3, %4, X5) < —11 gdy cho¢ jeden z argumentoéw lezy poza przedzialem [-2,2]. Oznacza
to, ze opisana w poprzednim akapicie (nieujemna) wartos¢ najwieksza F jest w istocie wartoscig

2



najwieksza F na zbiorze opisanym warunkiem x; + x; + x3 + x4 + x5 = 0. Innymi stowy funkcja F
faktycznie osigga w tym zbiorze wartos¢ najwieksza.

Uwaga 2: Rozwigzanie mozna uproscic, stosujgc metody rachunku rézniczkowego, a Scislej metode
mnoznikow Lagrange’a. Pozwala ona nieco szybciej — i przede wszystkim w usystematyzowany
sposob — uzyskac zwigzek miedzy a; i a; z kroku 2.
Uwaga 3: W analogiczny sposob mozna wyznaczy¢ warto$¢ najwieksza wyrazenia 37 _, (|xi|P —
|x|9), gdzie 1 < p < q, przy zatozeniu, ze },;_, xx = 0. Wartos¢ maksymalna jest osiagana, gdy ciag
X przyjmuje dwie wartosci: jedng z nich | 7 | razy, drugg za$ [ 5] razy.

Gdy p = 2 oraz q = 4, dowod tego faktu jest blizniaczo podobny do przedstawionego wyzej
rozwigzania, wymaga jednak bardziej systematycznego przegladu przypadkéw w ostatnim kroku.
W przypadku ogélnych p oraz q krok 1 jest bardziej wymagajacy, szczegdly pomijamy.



ZADANIE 3. W trdjkacie ABC kat przy wierzchotku C jest rozwarty. Punkt P lezy wewnatrz
trojkata ABC, a proste AP, BP i CP przecinaja boki tego trojkata odpowiednio w punktach D, E
i F. Prosta BE przecina prosta DF w punkcie X. Zal6zmy, Ze:

|<EDF| = |<ACX] = 90°.
Udowodnij, ze:

|<CFD| = |<CAD| + |<CBE]|.

Rozwigzanie: Potrzebny nam bedzie nastepujacy pomocniczy wynik.
Lemat: Jesli kat przy wierzchotku P w trojkacie POR jest prosty, punkty S oraz T sa réoznymi punk-
tami na prostej QR oraz:

|0S| : [RS| = |QT| : [RT],

to proste PQ i PR sa dwusiecznymi katow wyznaczonych przez proste PS i PT.

Dowéd lematu: Zauwazmy wpierw, ze
gdyby S = Q, to mielibySmy T = Q,

wbrew zalozeniu o tym, ze S # T. T T,
Analogicznie dowodzimy, ze zaden z _
punktéw S, T nie pokrywa si¢ z zad- R
nym z punktow Q, R.
Niech S;, S; oznaczaja rzuty prosto- s a

katne punktu S odpowiednio na pro-
ste PQ i PR, za$ Ty, T, — rzuty prosto-
katne T na te same proste. Pola troj-
katow PQS oraz PRS sa rowne odpo- g
wiednio 1|PQ|-|SS;| oraz 3|PR|-|SS,], : 2
a jednoczesnie pozostaja w stosunku

|QS| : |RS|. Analogicznie pola troj-
katow PQT oraz PRT sg rowne odpo-
wiednio 3|PQ|-|TT;| oraz 1|PR|-|TTy|,
a jednoczeénie pozostaja w stosunku |QT| : |RT]|. Stad:
_|OS|-IRT| _ |PQ|-|SSi| - |PR| - |TTy| _ |SSi] - |TTy
|QT| - |RS|  |PR| - [SSa| - [PQ| - ITTa|  |SSe| - ITTh]
W takim razie prostokaty PS;SS; oraz PTyTT, sa podobne. Skoro leza one w dwodch sgsiadujacych
katach wyznaczonych przez proste PQ i PR (ze wzgledu na zalozenie lematu), proste PS i PT za-

wierajace przekatne tych prostokatow sa do siebie symetryczne zaréwno wzgledem prostej PQ, jak
i prostej PS. O

RysUNEK 4. Ilustracja do dowodu lematu

Wr6émy do naszego zadania. Zauwazmy, ze |[<AED| > |<ACD| > 90°, wiec |<AED| + |<EDF| >
180°. W takim razie proste AC oraz DF nie sg rOwnolegte i przecinajg sie w punkcie Y, lezacym na
polprostej AC.

Z twierdzenia Cevy zastosowanego do trojkata ABC i punktu P mamy:

|AF| - |BD| - |CE| = |BF| - |CD| - |AE].

Z kolei z twierdzenia Menelaosa zastosowanego do trojkata ABC i prostej DF otrzymujemy:

|AF| - |BD| - |CY| = |BF| - |CD| - |AY]|.



Rysunek 5. Ilustracja do rozwigzania zadania

W takim razie:
|CE| : |CY| = |AE]| : |AY].

Zastosujmy lemat do trojkata DEY (majacego, na mocy zalozenia, kat prosty przy wierzchotku D)
oraz punktoéw A i C. Wnioskujemy, ze prosta EF jest dwusieczng kata miedzy prostymi AD oraz CD.

Niech Q bedzie spodkiem wysokosci trojkata EXY poprowadzonej z wierzchotka Y. Wtedy troj-
katy EXY, DQX, DCY oraz ECQ sg podobne. W istocie: trojkaty prostokatne CXY oraz DEY sg
podobne, wiec |CY| : |[DY| = |XY| : |EY|, a to oznacza podobienstwo troéjkatow DCY oraz EXY.
Podobienstwa pozostalych trojkatow i trojkata EXY dowodzi sie analogicznie.

Z podobienstwa trojkatow DQX oraz DCY wynika, ze |[<EDQ| = |<EDC| = |<EDP], a to z kolei
oznacza, ze P = Q. W takim razie trojkaty EXY, DPX, DCY oraz ECP sa podobne. Ostatecznie
otrzymujemy:

|<CAD| = |<ADF| — |<AYF| = [<XEY| — |<EYX|,

|<CBE| = |<BCY| — |<BEY| = |<EXY]| — |<XEY]|,

|<CFD| = |[<ACF| — |<AYF| = |<EXY| - |[<EYX],
a wiec |<CFD| = |<CAD| + |<CBE|, zgodnie z tezg zadania. ]
Uwaga: Punkty Q, R, S, T spelniajace warunek |QS| : |RS| = |QT| : |RT| z lematu nazywa si¢ harmo-
nicznie sprzezonymi. Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne do lematu: proste prostopadte oraz
dwusieczne katéw przez nie wyznaczonych przecinajg dowolng prosta w punktach harmonicznie
sprzezonych.

W rozwiazaniu udowodnili$my w istocie nastepujace znane twierdzenie z geometrii rzutowej o
czworokatach zupelnych: jesli P oraz Q sa punktami przeciecia odpowiednio prostych AB i CD oraz
ADiBC, za$ X oraz Y sg punktami przeciecia odpowiednio prostych ACi XY oraz BDi XY, to punkty
P,Q,X,Y sg harmonicznie sprzezone. Role punktow A, B,C, D pelnia w powyzszym rozwigzaniu
punkty B, D, P, F, a dowdd wykorzystuje wylacznie twierdzenia Cevy i Menelaosa.



ZADANIE 4. Niech r, oznacza reszte z dzielenia liczby " przez 67. Udowodnij, ze istnieja do-
datnie liczby catkowite N oraz T, takie ze r,y7 =r, dlan > N.

Rozwigzanie: Powiemy, ze ciag liczb catkowitych a, jest od pewnego miejsca okresowy modulo d,
jesli istnieja dodatnie liczby catkowite N oraz T takie, ze:

an+T = ap  (mod d) dlan > N.

W tym przypadku wartos¢ T nazywamy okresem modulo d, a warto$¢ N — poczatkiem okresowo-

$ci. Naszym celem jest udowodnienie, ze ciag " jest od pewnego miejsca okresowy modulo 67.
Potrzebujemy do tego dwdch wynikéw pomocniczych.

Lemat 1: Jesli d; i d; sa wzglednie pierwsze, zas ciag a, o wyrazach catkowitych jest od pewnego
miejsca okresowy modulo d; i ds, to ciag a, jest od pewnego miejsca okresowy modulo d;ds.

Dowéd lematu: Oznaczmy okresy i poczatki okresowosci modulo d; oraz d; przez odpowiednio T; i Ny
oraz T, i N». Niech N = max{Nj, N>} orazT = NWW(T;, T;). Gdy n > N, to obie liczby d; i d, dziela
an+T — ap, Wiec rowniez ich iloczyn d;d, dzieli te liczbe. O

Lemat 2: Zal6zmy, ze p jest liczba pierwsza, ciag a, o wyrazach catkowitych jest od pewnego miej-
sca okresowy modulo p, za$ ciag b, o wyrazach catkowitych dodatnich jest rosnacy i od pewnego
miejsca okresowy modulo p — 1. Wtedy ciag (a,)"" jest od pewnego miejsca okresowy modulo p.

Dowoéd lematu: Oznaczmy przez T; i N; oraz T, i N, okresy i poczatki okresowosci odpowiednio
ciggu a, modulo p oraz ciggu b, modulo p — 1. Okreslmy N = max{Ny, N} oraz T = NWW(T;, T).
Gdy n > N, to z zalozenia:

an = apsr  (mod p),

a wiec:
(an)’ = (ans7)’  (mod p).

Jesli p nie dzieli a,7, to na mocy malego twierdzenia Fermata mamy:
(ans7)P =1 (mod p).

Skoro p — 1 dzieli b,y — b, oraz b,y > by, to byyr — by, = (p — 1)m dla pewnej nieujemnej liczby
catkowitej m. Otrzymujemy wiec:

(ansr) 770 = ((aer)P™)" = 1" =1 (mod p)

1 ostatecznie:

(an)bn = (an+T)bn = (an+T)bn(an+T)bn+T_bn = (an+T)b"+T (mOd p)

Jesli zas p dzieli ap1, to oczywiscie p dzieli tez a,, wiec skoro b,y > b, > 1, to:
bn _ b+ —
(an)™ = (ape7)™" =0 (mod p).

Zatem faktycznie ciag (a,)’" jest od pewnego miejsca okresowy modulo p. O
Wréc¢my do rozwiagzania naszego zadania. Kolejno upraszamy nasze zagadnienie, wykorzystujac
powyzsze dwa lematy.
e Stosujemy lemat 2 do ciagdéw a, = noraz b, = n" . Ciag a, jest oczywiscie okresowy modulo
67, za$ ciag b, ma wyrazy dodatnie i jest rosnacy. Nizej wykazemy, ze ciag b, = n” jest od
pewnego miejsca okresowy modulo 66. Na mocy lematu 2 oznacza to, ze ciag n" = (ap)br
jest od pewnego miejsca okresowy modulo 67, tak, jak chcielismy.



e Nizej wykazujemy, ze ciag n™ jest od pewnego miejsca okresowy modulo 2, 3 oraz 11. Na
mocy lematu 1 oznacza to, ze jest on od pewnego miejsca okresowy modulo 66 =2 -3 - 11.

e Powtarzajac rozumowanie z poprzednich dwoch punktow dla ciggéw a, = n oraz b, = n",
wnioskujemy, ze ciag n™ = (a,)’ jest od pewnego miejsca okresowy modulo 11, jesli ciag
b, = n" jest od pewnego miejsca okresowy modulo 10 = 2 - 5, a wiec modulo 2 oraz 5.

e Zupelnie analogicznie ciag n™ jest od pewnego miejsca okresowy modulo 3, jesli ciag n" jest
od pewnego miejsca okresowy modulo 2.

e Stosujac ten sam argument dla ciagdéw a, = n oraz b, = n, wnioskujemy, ze ciag n" = (a,)b"
jest od pewnego miejsca okresowy modulo 5, jesli ciag b, = n jest od pewnego miejsca
okresowy modulo 4.

Zauwazmy jednak, ze wyrazy ciggdw n" oraz n" s3 na przemian nieparzyste i parzyste, a wiec
ciagi te sa okresowe modulo 2. Ponadto ciag n jest oczwyiscie okresowy modulo 4. Na podstawie
poczynionych wyzej obserwacji dowodzi to tezy zadania. O

Uwaga 1: Ciekawym pytaniem jest wartos¢ okresu podstawowego Ty 47 ciagu reszt z dzielenia liczb

n" przez 67, po pominieciu odpowiednio wielu poczatkowych wyrazéw. Przedstawione wyzej roz-

wigzanie prowadzi do wniosku, ze jesli Tj 4 jest analogicznym okresem podstawowym modulo d
ciagu n”'..n z wieza poteg wysokosci h, to Tp,; = 2, Ty g = d oraz:

T35 | NWW(Ty3,T,2) = NWW(3,2) = 6;

L5 | NWW(Ty5,T14) = NWW(5,4) = 20;

T11 | NWW(T; 11, T2, T25) | NWW(11,2,20) = 220;

Tie7 | NWW (T, 67, T3, T3.3, T5.11) | NWW (67, 2, 6,220) = 44220.

Mozna bezposrednim rachunkiem sprawdzi¢, ze w istocie Ty ¢; = 44220. O
-n

Uwaga 2: Prawdziwe jest ogolniejsze twierdzenie: ciagi postacin™ , gdzie wieza poteg ma ustalona
wysokos¢ h, sa od pewnego miejsca okresowe modulo d dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej d.
Dowod powyzszego faktu wykorzystuje nastgpujace uogoélnienie lematu 2. Niech p bedzie liczbg
pierwsza, za$ k dodatnia liczbg catkowita. Jesli ciag a, jest od pewnego miejsca okresowy modulo
p¥, za§ ciag b, jest rosnacy i od pewnego miejsca okresowy modulo ¢(p¥) = (p — 1)p*7!, to ciag
(a,)b" jest od pewnego miejsca okresowy modulo p*. Uzasadnienie rézni sie tylko nieznacznie od
dowodu lematu 2: zamiast matego twierdzenia Fermata nalezy wykorzystac twierdzenie Eulera, za$
w ostatniej cze$ci nalezy zauwazy¢, ze b, > k jesli n > k (zatem tym razem N = max{Ny, Ny, k}).
Przypuscmy, ze postawiona wyzej teza jest falszywa i rozwazmy najmniejszg liczbe d sposrod
tych, dla ktérych pewien ciag postaci n""'n, z wiezg poteg wysokosci A, nie jest od pewnego miejsca
okresowy modulo d. Na mocy lematu 1 ciagg a, nie jest od pewnego miejsca okresowy modulo p*
dla pewnego czynnika pierwszego p liczby d i najwiekszego wyktadnika k dla ktérego p* dzieli d. Z
minimalnoéci d wynika wiec, ze d = p*. Poniewaz ciag a, = n jest okresowy modulo p*, z pewnoscia
h > 2. Z kolei ciag b, = n""'n, gdzie wieza poteg ma wysokos¢ h — 1, jest dodatni i rosnacy, a skoro
@(p*) < p* = d, z minimalnosci d wynika, ze b, jest od pewnego miejsca okresowy modulo ¢(p~).
Uzyskujemy zatem sprzecznos¢ z powyzszym uogolnieniem lematu 2 i dowod jest zakonczony. O

Uwaga 3: Ciag " , gdzie wieza poteg ma wysokos¢ n, rowniez jest od pewnego miejsca okresowy
modulo d dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej d.

Dowo6d wykorzystuje niemal identyczny argument. Przypusémy, Ze d jest najmniejsza liczba, dla
ktorej istnieje nieujemna liczba catkowita c, taka ze ciag x,(,c) = (n+ c)(”“)"'n ‘ , gdzie wieza poteg ma
wysokos¢ n, nie jest od pewnego miejsca okresowy modulo d. Z lematu 1 znéw wynika, ze d = p~

1)

dla pewnej liczby pierwszej p, za§ minimalnos¢ d oznacza, ze ciag x,(,c+ jest od pewnego miejsca

. . . ;s (ct1) . /.
okresowy modulo ¢(d). W takim razie z réwnosci xfl-cl—)l = (n+c+ 1) uzyskujemy sprzecznosc

z opisanym w poprzedniej uwadze uogdlnieniem lematu 2. ]



ZADANIE 5. Malgosia ma wypukty wieloScian, ktérego jedna Sciana jest czworokatem, a wszyst-
kie pozostale sg trojkatami. Malgosia sprawdzila, ze moze pokolorowa¢ kazda krawedz swojej
bryly na amarantowo, bordowo lub cynobrowo w taki sposdb, aby kazdy trojkat utworzony
z tych krawedzi miatl boki trzech réznych kolorow.

Jas bardzo nie lubi czworokatow. Poprosit wiec Marysie o dorysowanie jednej z przekatnych
czworokatnej $ciany, ktora podzieli ja na dwa trojkaty. Czy Malgosia moze spenic zyczenie Jasia,
a potem pokolorowac wszystkie krawedzie swojego wielo$cianu oraz dorysowana przekatng w
taki sposob, aby kazdy trojkat na powierzchni bryly miat boki trzech réznych kolorow?

Rozwiazanie: Oznaczmy kolory symbolami a, b, ¢ i rozwazmy poprawne kolorowanie wieloscianu
Malgosi (tj. takie, o jakim mowa w tresci zadania). Wezem gatunku ab nazwiemy ciag parami réznych
$cian trojkatnych, ktérego kolejne wyrazy sa Scianami sasiadujgcymi ze sobg krawedzig koloru a
lub b. Zauwazmy, ze takiego weza mozemy w jednoznaczny sposéb wydtuza¢ az do momentu, gdy
jego pierwsza i ostatnia §ciana beda sasiadowaly krawedzig koloru a lub b albo ze soba, albo ze Sciane
czworokatng. Takiego weza nazwiemy maksymalnym. Kazda krawedz koloru a lub b, a takze kazda
trojkatna $ciana wielo§cianu Malgosi, sa czeSciami wyznaczonych jednoznacznie maksymalnych
wezy gatunku ab, a kazde dwa maksymalne weze gatunku ab sg rozlaczne (tj. skladajg sie z parami
réznych $cian).

Maksymalnego weza gatunku ab mozemy przemalowaé, zamieniajac kolory a i b wszystkich kra-
wedzi w tym wezu. Zauwazmy, ze takie przemalowanie zamienia kolory dwodch krawedzi kazdej
$ciany nalezacej do weza i nie zmienia koloréw krawedzi pozostatych $cian, a wiec po przemalowa-
niu kolorowanie wielo$cianu jest wcigz poprawne.

W analogiczny sposob okreslamy weze i maksymalne weze gatunkéw ac i be, a takze ich przema-
lowanie.

Rozwazmy maksymalne weze gatunku ab wychodzace z krawedzi koloru a lub b czworokatnej
Sciany wieloscianu Malgosi. Weze te tacza takie krawedzie w pary, a wiec $ciana czworokgtna ma
parzysta liczbe krawedzi koloru a lub b. W takim razie liczba krawedzi tej $ciany koloru c tez jest
parzysta. Analogicznie krawedzi koloru a i krawedzi koloru b $ciany czworokatnej tez jest parzyscie
wiele.

Krawedzie czworokatnej $ciany sg zatem co najwyzej dwoch koloréw — niech beda nimiaib —
i sa polaczone w pary przez dwa maksymalne weze gatunku ab oparte o t¢ Sciang. Jesli wszystkie te
krawedzie sa tego samego koloru, Malgosia moze to zmienic¢, przemalowujac jeden z maksymalnych
wezy. Zatem bez utraty ogdélnosci mozna przyjaé, ze dwie krawedzie czworokatnej $ciany sg koloru
a, za§ dwie pozostale — koloru b. Niezaleznie od ich konfiguracji co najmniej jedna z przekatnych
czworokatnej Sciany rozdziela krawedzie tego samego koloru. Jesli Matgosia ja dorysuje i pokoloruje
na kolor ¢, otrzyma poprawne kolorowanie zmienionego wielo$cianu. Wobec tego odpowiedZ na
pytanie z zadania jest twierdzaca.

Uwaga 1: Inspiracja do powyzszego zadania byl jeden z probleméw zaproponowanych uczestnikom
Ist International Mathematics Summer Camp (IMSC 2024).

Uwaga 2: Rozwazmy wieloscian Malgosi po dorysowaniu dowolnej z przekatnych czworokatne;j
sciany. Na mocy twierdzenia o czterech barwach jego wierzchotki mozna pokolorowac czterema
kolorami p, q,r, s w taki sposob, by zadna krawedz nie taczyta wierzchotkow tego samego koloru.
Nastepnie wszystkie krawedzie taczace wierzchotki kolorow p i g albo koloréw r i s pokolorujmy na
kolor a. Analogicznie krawedzie taczace wierzchotki koloréow p i r albo g i s pokolorujmy na kolor
b, a te taczace wierzchotki koloréw p i s albo q i r — na kolor ¢. Latwo sprawdzic¢, ze uzyskujemy
w ten sposob poprawne kolorowanie wieloscianu Malgosi. Oznacza to, ze Marysia zawsze moze
poprawnie pokolorowac swoja bryte.



Uwaga 3: Pierwotna wersja tego zadania zawierala blad, ktory wkradt si¢ w czasie ostatecznej re-
dakcji tresci: to Jas dowolnie wybieral dorysowang przekatng. Poprzednia uwaga dowodzi, ze tak
zmienione zadanie ma te sama odpowiedz, i to nawet bez zalozenia o mozliwosci pokolorowania
wielo$cianu Malgosi przed dorysowaniem przekatnej.

Okazuje sig, ze ta pierwotna wersja zadania jest bardzo trudna: nie jest znane rozwigzanie, ktore
nie wykorzystywatoby twierdzenia o czterech barwach. Sciélej: pierwotna wersja zadania pozwala
w stosunkowo prosty sposob udowodni¢ twierdzenie o czterech barwach dla wieloscianéw wypu-
ktych. Naszkicujemy to uzasadnienie.

Zalézmy, ze odpowiedz na pierwotna wersje zadania jest twierdzaca. Rozwazmy wieloscian wy-
pukly o tréjkatnych Scianach, ktorego wierzchotki mozna pokolorowac przy pomocy czterech barw
tak, aby zadna krawedz nie taczyla wierzchotkow tego samego koloru. Usunmy dowolna krawedz
tej bryty, taczac w ten sposob dwie Sciany zawierajace te krawedz w ,nieptaski czworokat”. Przesu-
wajac nieco wierzchotki otrzymamy wielo$cian Matgosi, ktérego krawedzie — na mocy poprzedniej
uwagi — mozna pokolorowa¢ zgodnie z wymaganiami zadania.

Niech Ja$ dorysuje teraz przekatng czworokatnej Sciany inng niz usunieta krawedz. Na mocy
pierwotnej wersji zadania Malgosia wcigz moze poprawnie pokolorowaé¢ krawedzie nowego wie-
loscianu. Pokolorujmy dowolnie wybrany wierzchotek nowego wieloscianu kolorem p, a nastepnie
kolorujmy kolejno wierzchotki potaczone krawedziami z juz pokolorowanymi wierzchotkami w taki
sposob, aby spelnione byly zaleznosci opisane w poprzedniej uwadze: krawedzie koloru a taczyly
wierzcholki kolorow p, g albo r, s itd. Mozna wykazac, ze ta procedura faktycznie dziala; nie jest to
szczeg6lnie trudne, ale wymaga starannego dowodu. W ten sposoéb wnioskujemy, ze wierzchotki
zmienionego wieloscianu mozna pokolorowaé przy pomocy czterech barw tak, aby zadna krawedz
nie laczyta wierzchotkéw tego samego koloru.

Zauwazmy, ze wierzchotki dowolnego ostrostupa mozna tatwo pokolorowaé przy pomocy czte-
rech barw tak, aby zadna krawedz nie taczyta wierzchotkow tego samego koloru. Wiasnos¢ ta nie
zmieni sie, jesli wykonamy opisang wyzej operacj¢: usuniemy wybrang krawedz i przesuniemy
nieco wierzchotki, tworzac czworokatng Sciane, a nastepnie dodamy drugg przekatng tej Sciany.
Dowodzi si¢, ze wykonujac w odpowiedni sposéb te operacje, mozemy ostrostup przeksztalci¢ w do-
wolna bryle wypukla o tréjkatnych scianach (z doktadnoscig do przesuniecia wierzchotkow). To zas
oznacza, ze wierzchotki dowolnego wieloscianu wypuktego o trojkatnych scianach mozna pokolo-
rowac przy pomocy czterech barw.



ZADANIE 6. Kula Q jest styczna do wszystkich krawedzi czworoscianu ABCD. Niech a, b, ¢, d
oznaczaja dtugosci odcinkéw stycznych do Q poprowadzonych odpowiednio z wierzchotkow
A, B, C, D. Udowodnij, ze srodek kuli Q nalezy do czworoscianu ABCD wtedy i tylko wtedy,
gdy:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
, —+-+=>
c d

> S 2 L
a b ¢ d a b d ¢ a b b ¢

Rozwigzanie: Niech O bedzie srodkiem kuli Q, r — promieniem Q, za$ Iy, I, I, Ip oraz ra, rg, re, 'p
— $rodkami i promieniami kot wy, wp, wc, wp wpisanych odpowiednio w trojkaty BCD, ACD, ABD,
ABC.

Zauwazmy, ze cze$¢ wspoélna kuli Q z trojkatem ABC jest kotem, ktore ma jeden punkt wspolny
z kazdym bokiem tego trojkata. Jest to wigc koto wp. Analogicznie czesci wspdlne kuli Q i pozosta-
tych $cian sg odpowiednio kotami w4, wp, wc.

Plan dowodu jest nastepujacy. W pierwszym kroku wyrazimy teze zadania przy pomocy odle-
glosci miedzy wierzchotkami A, B, C, D, odpowiadajacymi im punktami Ia, Ig, I, Ip oraz punktem O.
Nastepnie wyznaczymy dtugosé |DIp|. W kroku trzecim wyrazimy ja oraz dtugosci |DO|, |OIp| przy
pomocy a, b, ¢, d. Ostatnim krokiem bedzie badanie trojkata DOIp.

Krok 1. Zbior punktow réwno oddalonych od punktow stycznosci kuli Q z krawedziami AB, AC, AD
tworzy prosta ¢ prostopadla do plaszczyzny ABC. Prosta ta zawiera punkty O oraz Ip. Niech D’ be-
dzie rzutem prostokatnym D na prosta £. Jesli punkt O lezy we wnetrzu czworoscianu ABCD, to
punkty D’, O, Ip leza w tej kolejnosci na prostej ¢, a wiec kat <DIpO jest ostry. Jesli zas punkt O
lezy po przeciwnej stronie plaszczyzny ABC niz punkt D, to punkty D', Ip, O lezg w tej kolejnosci
na prostej ¢ i analogicznie kat <DIpO jest rozwarty. Wreszcie jesli D lezy na plaszczyznie ABC, to
O =1Ip.

Jesli punkt O nie lezy w czworoscianie ABCD, to znajduje sie¢ po przeciwnej stronie ptaszczyzny
pewnej Sciany niz wierzcholek do tej Sciany przeciwlegly. Zatem nasze zagadnienie sprowadza sig¢
do badania rozwartosci katow w trojkatach AOIy, BOIg, COI¢ oraz DOIp.

Krok 2. Oznaczmy:

|BC| 5 |AC| |AB|
a = , = 5 = .
|AB| + |AC| + |BC| |AB| + |AC| + | BC| v |AB| + |AC| + | BC|
Oczywiscie a + f + y = 1. Twierdzimy, ze:
DIy =a-DA+f-DB+y - DC, (2)

tzn. a, B, y sa wspotrzednymi barycentrycznymi punktu Ip w tréjkacie ABC. W istocie: niech J ozna-
cza punkt D przesuniety o wektor « - DA + B DB + Y- DC. Poniewaz « + B+ vy =1, punkt J lezy
w plaszczyznie trojkata ABC. Z twierdzenia Talesa wynika, ze odleglos¢ J od prostej BC jest rowna
ah, gdzie h oznacza odlegtos¢ punktu A od prostej BC, tzn. dlugos¢ wysokosci trojkata ABC opusz-
czonej z wierzchotka A. Jesli oznaczymy przez |ABC| pole trojkata ABC, to oczywiscie:

1|BC| - h = |ABC| = $(|AB| +|AC| + |BC|) - rp,

skad ah = rp. Zatem ] jest odlegly od prostej BC o rp. Analogicznie odleglos¢ punktu J od prostych
AC i BC jest rowna rp, czyli punkt ten pokrywa si¢ z punktem Ip. Oczywiscie:

|DIp|® + a|Alp|* + BIBIp|* + y|CIp|* =
= |DIp|? + a|DIp — DA|* + B|DIp — DB|? + y|DIp — DCJ.



Obliczajac dlugosci przy pomocy iloczynu skalarnego, wymnazajac nawiasy i redukujac wyrazy
podobne, otrzymujemy:

|DIp|? + a|Alp|* + B|BIp|? + y|CIp|? =
=(1+a+pB+y)|DIp|* - 2(ae- DA+ B -DB+y-DC) o DI, + a|AD|* + B|BD|? + y|CD|*.
Wykorzystujac (2) oraz réwnos$¢ a + f + y = 1, dochodzimy do wniosku, ze:
IDIp|* + alAlp|* + BIBIp|* + y|CIp|* =
= 2|DIp|? - 2DIp o DIp + a|AD|? + BIBD|? + y|CD|? =
= a|AD|?* + B|BD|? + y|CD|?,
czyli:
IDIp|? = a(|AD|* — |AIp|*) + B(IBD|* - [BIp|*) + y(ICDI* = |CIp ). ®3)

Krok 3. Wyrazimy wszystkie powyzsze wielkosci, a takze |DO| oraz |OIp|, przy pomocy a, b, c,d
oraz r. Niech X bedzie punktem stycznosci kuli Q z odcinkiem AD. Wtedy promien OX kuli Q
jest prostopadly do stycznej AD do tej kuli, wiec na mocy twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie DXO
mamy:

|DO|? = |DX|* +|0X|* = d* + r*. (4)

Oczywiscie |AD| = a+d, |[BD| = b+d, |CD = c + d. Niech Y bedzie punktem stycznosci kuli Q
z odcinkiem AB, czyli tez punktem stycznosci kota wp z odcinkiem AB. Prosta ¢, zawierajaca O
oraz Ip, jest prostopadla do odcinka YIp, wiec z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie OYIp mamy:

|0Ip|* = |0Y|® = [YIp|* = r* — 1}, (5)

Z kolei promien YIp kota wp jest prostopadly do stycznej AY do tego kota, wiec z twierdzenia Pita-
gorasa w trojkacie AYIp otrzymujemy:

|AIp|* = |AY|? + |YIp|* = a* + 15,
Analogicznie |BIp|? = b® + r% oraz |CIp|? = ¢ + r12)' Na mocy tych wszystkich réwnosci oraz (3):
IDIp|* = a((a+d)?* = (a® +15)) + B((b+d)* — (b +75)) +y((c +d)?* = (2 +1D)).
Skoro a + f +y = 1, zachodzi:
|DIp|* = d* - r% +2d(aa+ pb+yc).
Laczac te rownos¢ z (4) oraz (5), otrzymujemy:
|DIp|* + |OIp|* — |DOJ* = 2d(aa + fb + yc) — 2r3.
Z definicji @, f, y mamy:

a(b+c)+b(a+c)+cla+b) ab+ac+bc
2(a+b+c) " a+b+c

aa+ pb+yc =

dzieki czemu:

abd+acd+bcd_2 2

DIp|? + |0Ip|?> = |DO|? = 2 re.
|DIp|® + |OIp|” — |DO Tihao D

Promien rp mozna wyznaczy¢ przy pomocy wzoru Herona:
L(IAB| +]AC| + |BC|)? - rj, = |ABC|* =
_ 1
= 3¢ (|AB| + |AC| + [BC]) - (|AB| + |AC| - |BC]) -
- (|JAB| — |AC| + |BC|) - (—|AB| + |AC| + |BC]).



Wyrazajac te rownosé przy pomocy a, b, ¢, otrzymujemy:
(a+b+ c)zrjzj = (a+b+c)abc,

czyli:

abc

at+b+c
Pozwala nam to napisac:

2 _
rD—

abd + acd + bed 02 2abd+acd+bcd— abc

DIp|? + |OIp|? = |DO|? = 2 r =
IDIp[" + 0| | | a+b+c D a+b+c

lub, rownowaznie:

|DIp|* + |OIp|* — |DOJ? = —+—+ : (6)
a b ¢ d

Krok 4. Przypus¢my, ze punkt O lezy we wnetrzu czworoscianu ABCD. Z uwag poczynionych
w kroku pierwszym wiemy, ze wowczas kat <DIpO jest ostry, a wiec lewa strona réwnosci (6) jest
dodatnia. Stad:

1 1 1 1

a b ¢ d
Analogicznie dowodzi sie nieréwnosci % + % + é > %, % + % + % > % oraz % + % + % > %

Zalozmy teraz, ze O lezy poza czworoscianem ABCD. Z obserwacji w pierwszym kroku wynika,
ze ktorys z katow <Al O, <BIgO, <CIc0, <DIpO jest wtedy rozwarty. Jesli na przyklad kat <DIpO
jest rozwarty, to lewa strona roéwnosci (6) jest ujemna, czyli tym razem:

1 1 1 1
PR
Analogicznie rozwazamy pozostale przypadki.

Rozwazmy wreszcie ostatnig mozliwosc¢, gdy punkt O lezy na ktorejs ze Scian czworoscianu ABCD.
W pierwszym kroku zauwazyliSmy wtedy, ze O jest jednym z punktow I4, Ig, I, Ip Gdy O = Ip, to
oczywiscie lewa strona rownosci (6) jest rowna zero, czyli:

2abed (1 l 1_1
at+b+c

11 1 1
a b ¢ d
Analogicznie rozwazamy pozostale przypadki. m]

Uwaga 1: O kuli K moéwi sig, ze jest potwpisana w czworoscian ABCD. Kula taka istnieje wtedy
i tylko wtedy, gdy wierzchotki A, B,C, D sg Srodkami czterech kul (o promieniach odpowiednio
a,b,c,d), z ktorych kazde dwie sg zewnetrznie styczne. Czworosciany o tej wlasnosci nazywane
sa czworoScianami Crelle’a.

Uwaga 2: Udowodnimy ponizej, ze srodek kuli K lezy we wnetrzu czworoscianu ABCD wtedy i
tylko wtedy, gdy jest ona zablokowana przez krawedzie tego czworoscianu, tzn. jesli kazde odpo-
wiednio male przesunigcie tej kuli przecina pewna krawedz czworos$cianu. Innymi stowy kula ta nie
wypadnie ze sztywnej ramki utworzonej przez krawedzie czworoscianu. Z przedstawionego wyzej
rozwigzania wynika, ze warunek ten jest rOwnowazny ostrym nieréwnos$ciom podanym w tresci
zadania:

1 1 1 _ 1 1 1 1_1 1 1 1 _ 1 1 1 1 1

e T T R N - = - R Sty

a b ¢ d a b d ¢ a ¢ d b b ¢ d a

Zalézmy wpierw, ze punkt O lezy poza wnetrzem czworoscianu ABCD, np. po przeciwnej stronie

$ciany ABC niz wierzcholek D lub na $cianie ABC. Rozwazmy obraz Q' kuli Q po przesunieciu jej
w kierunku prostopadlym do ptaszczyzny ABC, w strone przeciwna niz punkt D. Latwo sprawdzic,
ze Q' nie ma punktéw wspolnych z krawedziami czworoscianu ABCD: fragment Q lezacy poza Q'
zawiera bowiem w calosci cz¢$¢ brzegu Q odcigtg plaszczyzna ABC i lezaca po tej samej stronie tej
plaszczyzny, co punkt D.



Zalozmy teraz, ze punkt O lezy we wnetrzu tego czworoscianu i rozwazmy obraz Q” kuli Q po
przesunieciu jej w pewnym kierunku d. Pélprosta wychodzaca z O w kierunku @ przetnie ktora$ ze
$cian czworosécianu ABCD — niech bedzie nig trojkat ABC. Oznacza to, ze — o ile przesuniecie jest
dostatecznie male — cze$¢ wspélna kuli Q' i plaszczyzny ABC jest kolem w}, o wigkszym promieniu,
niz koto wp wpisane w trojkat ABC (ktore jest czescig wspdlna Q i plaszczyzny ABC). Ponadto —
zno6w, o ile przesuniecie jest wystarczajaco mate — w7, zawiera §rodek Ip okregu wp, a zatem nie lezy
poza trojkatem ABC. To za$ oznacza, ze w}, zawiera fragment pewnego boku trojkata ABC, czyli Q'

zawiera fragment pewnej krawedzi czworoscianu ABCD. Udowodnilismy wiec, ze Q jest faktycznie
zablokowana. ]



DODATEK: ZADANIE ODRZUCONE

ZADANIE 7. Dane sa dodatnie liczby catkowite n,m. Przez S,, oznaczmy liczbe ciagow
ai, as, . . ., a, o0 wyrazach catkowitych, spetniajacych nier6wnosc:

lai| + |ao| + ... + |an| < m.

Udowodnij, ze Spm = Smon-

Rozwigzanie 1: Zaltézmy, ze n,m > 2. Ciaggdéw ay, ay, . . ., a, takich, ze a, > 0 oraz:
lai| +|az| + ...+ |a,| =m
jest tyle, co ciagdw ay, ay, . . ., a,—1 takich, ze:
lai| + |az| + ... + |ap-1| < m,
czyli S,—1.m. Analogicznie ciagéw ay, ay, . . ., a, takich, ze a, < 0 oraz:
lai| + |az| + ...+ |ay| =m
jest tyle, co ciaggdw ay, ay, . . ., an—; takich, ze:
lai| + |az| + ...+ |ap1| < m -1,
czyli S;—1.m—-1. Wreszcie ciagdéw ay, ay, . . ., a, takich, ze:
lai| + |az| + ...+ |a,| < m -1

Jest Sp.m—1. Kazdy ciag spetniajacy warunki zadania nalezy do dokladnie jednej z trzech grup opisa-
nych wyzej. Oznacza to, ze:

Sn,m = Sn—l,m + Sn—l,m—l + Sn,m—l-
Ponadto S, ; = 2n+1 oraz Sy ,, = 2m+ 1. Warunki te wyznaczaja wszystkie liczby S, ,, jednoznacznie
i nie zmieniaja si¢ po zamianie rél n oraz m. Wobec tego S, = Sp.» dla wszystkich n, m. O

Rozwiazanie 2: Niech T,, ,,, x oznacza liczbe ciagdéw spelniajacych warunki zadania, w ktérych k spo-
$rod liczb ay, ay, . . ., a, jest roznych od 0. Kazdy taki cigg mozemy uzyskaé¢ w jednoznaczny sposob,
wybierajac kolejno:

e k-elementowy podzbior zbioru {1,2,...,n} — bedzie to zbior indekséw niezerowych wyra-
ZOW;

o k-elementowy cigg o wyrazach ze zbioru {+,—} — beda to znaki kolejnych niezerowych
wyrazow;

o k-elementowy ciag dodatnich liczb catkowitych o sumie nie przekraczajacej m — beda to
wartosci bezwzgledne kolejnych niezerowych wyrazow.

Pierwszy punkt mozna zrealizowa¢ na () sposobow, drugi za$ na 2k sposobdw. Ostatni punkt spro-
wadza sie do wybrania k-elementowego podzbioru zbioru {1,2,...,m} — wtedy rdznice miedzy
sasiednimi elemetami w tym zbiorze wraz z najmniejszym elementem tego zbioru utworza szukany
cigg. Takich ciggdw jest wiec (7). Ostatecznie wiec:

n m
Tymi = 25
me=2 ()

dlak =0,1,...,min{n, m}. W takim razie T, ,, x = Tpnk. Ale skoro:

Sn,m = Ipmo + Tn,m,l +...+ Tn,m,min{n,m}’
to rowniez S, = Smn- ]

Rozwiazanie 3: Twierdzimy, ze S, , jest rowne liczbie tamanych rozpoczynajacych si¢ w punkcie
(0,0) i konczacych w punkcie (n, m) o nastepujacej wlasnosci: wspotrzedne nastepnego punktu tej



tamanej sg wigksze od wspotrzednych poprzedniego punktu o 0 lub 1. Innymi stowy: S, ,, to liczba
Sciezek z (0,0) do (n, m) skladajacych sie wylacznie z ruchéw ,na prawo”, ,do gory” oraz ,ukosem
na prawo i do gory”. Oczywiscie bedzie to oznaczalo, ze S, = Smn. Aby udowodni¢ nasza teze,
polaczymy w pary ciagi spelniajace warunki zadania z powyzszymi $ciezkami.

Majac dany ciag ay, ay, . . ., a, spelniajacy warunki zadania, okreslamy $ciezke taczaca (0, 0) z (n, m)
nastepujaco. Jesli a; > 0, wykonujemy a; krokéw do gory, a nastepnie jeden krok w prawo. Jesli
a; < 0, to wykonujemy |a;|—1 krokéw do gory, a nastepnie jeden krok ukosny. W obu przypadkach
$ciezka konczy sie w punkcie (1, |a1|). Procedure te nastepnie powtarzamy dla ay, as, . . ., a,. W ten
sposob dotrzemy do punktu (n, |a;| + |az| +. . . +|a,|). Pozostaje wykonac¢ m — (|a1| + |az| +. . . +|an])
ruchéw w gore, by dotrze¢ do (n, m).

Jesli dana jest Sciezka, fatwo odkodowac jedyny odpowiadajacy jej ciag. W tym celu nalezy Sciezke
podzieli¢ na fragmenty, skladajace z nieujemnej liczby ruchéw do goéry zakonczonych jednym ru-
chem na prawo lub ukosnie. Laczna liczba ruchéw do géry lub ukosnych w pierwszym fragmencie
bedzie wartoscia bezwzgledna liczby a;, zas jej znak bedzie dodatni, gdy pierwszy fragment kon-
czy si¢ ruchem na prawo, w przeciwnym zas razie — ujemny. Kolejne fragmenty analogicznie beda
odpowiadaly liczbom ay, as, . . ., a,. Na koncu zostanie pewna liczba ruchéw do gory, ktora opisuje
roznice miedzy |a;| + |az| + ... + |a,| oraz m.

Powyzsze argumenty dowodza, ze faktycznie ciggéw spelniajacych warunki zadania jest tyle
samo, co opisanych na poczatku Sciezek. ]

Uwaga 1: Autorem rozwiazania 3 jest Dariusz Kosz.
Uwaga 2: Liczby S, , sa nazywane liczbami Delannoya.

Uwaga 3: Powyzsze zadanie pojawilo sie na finale OM w 2016 roku i dlatego — mimo niezwyklego
uroku — nie zostato uwzglednione.
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