ODDZIAL INTENSYWNEGO MYSLENIA
KACIK OLIMPIJSKI NR 1 (7 MARCA 2026)
GRUPY Z); 1 PIERWIASTKI PIERWOTNE MODULO 1

Niech n > 2 bedzie liczbg catkowita. Przez Z,, = {0, 1, ..., n— 1} oznaczamy zbidr reszt modulo n,
Z to zbidr reszt wzglednie pierwszych z n, a liczba elementéw Z); to funkcja Eulera ¢ (n). Dodawa-
nie, odejmowanie, mnozenie i potegowanie, a takze rownosci w zbiorze Z, rozumiemy modulo n.
Reszta b € Z, jest odwrotnoscia reszty a € Z, modulo n, jeslia-b=1w Z,,tj.a-b =1 (mod n).

TWIERDZENIE A. (a) Zbior Z, z dzialaniem + jest grupa przemienna.
(b) Zbior Z z dzialaniem - rowniez jest grupa przemienna.

Cwiczenik 1. Udowodnij, ze kazda reszta a € ZX ma odwrotno$¢ modulo n.
WSKAZOWKA: Reszty k - a, gdziek € Z), sq parami rézne.

Cwiczenik 2. Udowodnij twierdzenie A.
TwiIERDZENIE B. Jedli G jest N-elementowa grupa z dziataniem -, to @V = 1 dla kazdego a € G.

Cwiczenie 3. Udowodnij twierdzenie B.
WSKAZOWKA: Zbiory postaci [b] = {a¥ - b : k =0,1,...}, gdzie b € G, sq rownoliczne i parami rozlgczne lub réwne.

CwICZENIE 4. Wywnioskuj z twierdzenia B male twierdzenie Fermata i twierdzenie Eulera.
Wielomianem stopnia k w Z,, nazywamy wyrazenie postaci
P(x) = akxk + ak_lxk_1 +...+aix + ag,

gdzie k > 0, ap, ay, . . ., ax € Z, oraz a; # 0, lub wielomian zerowy (stopnia —co). Dzialania na wielo-
mianach w Z,, sg okreslone w naturalny sposéb (modulo n). ROwnos¢ wielomiandéw zawsze oznacza
rownos¢ odpowiednich wspotczynnikéw. (W miejsce Z, mozna podstawic¢ dowolny pierscieri.)

TwierDZENIE C (twierdzenie Bézouta). Jesli P jest wielomianem w Z,,, a € Z, oraz P(a) = 0, to
P(x) = (x — a)Q(x) dla pewnego wielomianu Q w Z,,.

Cwiczenik 5. Udowodnij twierdzenie Bézouta.

CwiIczeNIE 6. Udowodnij, ze jedli n jest liczbg pierwsza, to wielomian stopnia k w Z,, ma co najwyzej
k pierwiastkow w Z,,.

Reszta a € Z,, jest pierwiastkiem pierwotnym modulo n, jesli kazda reszta z Z;; jest potega a.

TwiIeRDZENIE D (twierdzenie Gaussa). Pierwiastek pierwotny modulo n istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy n = 2, n =4, n = p* lub n = 2p¥, gdzie p > 3 jest pierwszaik = 1,2, ...

Cwiczenik 7. Udowodnij twierdzenie Gaussa w przypadku, gdy n jest liczbg pierwsza.
WSKAZOWKA: Jesli d|n — 1, to reszty postaci a™=V/? spetniajq rownanie x¢ = 1 w Z) ijestichd.

Cwiczenie 8. Udowodnij twierdzenie Gaussa, gdy n jest kwadratem liczby pierwszej.
WSsKAZOWKA: Jesli a jest pierwiastkiem pierwotnym modulo p, to a lub a + p jest pierwiastkiem pierwotnym modulo p?.

Cwiczenik 9. Udowodnij twierdzenie Gaussa, gdy n jest potega nieparzystej liczby pierwszej.
WSKAZOWKA: Jesli a jest pierwiastkiem pierwotnym modulo p?, to jest tez pierwiastkiem pierwotnym modulo p* (k > 3).

CwiczeNie 10. Udowodnij twierdzenie Gaussa w pelnej ogélnosci.
WSKAZOWKA: JesliNWD(n,m) = 1 oraza € Z,,, to dNWVPme(m) — 14,7 .



ZADANIA

ZADANIE 1. Dana jest liczba pierwsza p > 2. Liczbe calkowita n nazwiemy fadng, jesli suma reszt
z dzielenia liczb n, n,n3, ..., nP1 przez p jest rowna %p(p —1). Wykaz, ze wsrdd liczb 1,2,...,p -1
jest nieparzyscie wiele liczb tadnych. [OM 2020]

ZADANIE 2. Ile sposrod liczb 1,2,...,p — 1 jest tadnych?

ZADANIE 3. Wykaz, ze dlan = 1,2,... wszystkie dzielniki liczby 22" + 1 przystaja do 1 modulo 2"*',

ZADANIE 4. Wyznacz wszystkie liczby catkowite, ktore sa wzglednie pierwsze z 2" + 3" + 6" — 1 dla
wszystkichn =1,2,... [IMO 2005]

ZADANIE 5. Dla danej liczby pierwszej p wyznacz reszte z dzielenia przez p iloczynu

(124+1) - (2°+1) - (32+1) -...- ((p-1D*+1).
ZADANIE 6. Udowodnij, Ze 2 jest pierwiastkiem pierwotnym modulo 3k dla kazdego k = 1,2,...

ZADANIE 7 (twierdzenie Wilsona, twierdzenie Gaussa). Dla danej liczby catkowitej n > 2 wyznacz
reszte z dzielenia przez n iloczynu wszystkich liczb k € {1,2,...,n — 1} wzglednie pierwszych z n.

ZADANIE 8. Dla danej liczby catkowitej n > 1 niech P, oznacza iloczyn tychliczba € {1,2,...,n—1},
dla ktérych n|a? — 1. Wyznacz (w zaleznoéci od n) reszte z dzielenia liczby P, przez n. [IMO SL 2004]

ZADANIE 9. Wyznacz wszystkie liczby catkowite n > 2 o nastepujacej wiasnosci: dla wszystkich
liczb catkowitych a i b wzglednie pierwszych z n warunki

a=b (mod n) oraz ab=1 (mod n)
sg rownowazne. [IMO SL 2000]
ZADANIE 10. Dana jest liczba catkowita k > 2. Udowodnij, ze nastgpujace warunki sa rownowazne:

(a) jesli n jest liczba catkowitg oraz k dzieli n™ — 1, to k dzielin — 1;
(b) jesli p, q sa pierwsze, p dzieli k, za$ g dzieli p — 1, to g dzieli k. [OMO 2013]

ZADANIE 11. Niech p bedzie liczba pierwszg, a P wielomianem o wspodtczynnikach catkowitych stop-
nia co najwyzej p — 2. Przypuscmy, ze zbior reszt z dzielenia P(n) przez p dla catkowitych n liczy co

najwyzej dwa elementy. Udowodnij, ze zbior ten jest wtedy jednoelementowy. [IMO SL 1997]
ZADANIE 12. Cigg (a,) dany jest wzorami ay = 2 oraz ap1 = 2613l —1dlan=0,1,... Udowodnij, ze
jeéli nieparzysta liczba pierwsza p dzieli a,, to 2™ dzieli p? — 1. [IMO SL 2003]

ZADANIE 13. Dana jest liczba pierwsza p. Udowodnij, Ze istnieje liczba pierwsza q o nastepujacej
wlasnosci: g nie dzieli n” — p dla zadnego catkowitego n. [IMO 2003]



WSKAZOWKI DO WYBRANYCH ZADAN

ZADANIE 1. Dana jest liczba pierwsza p > 2. Liczbe calkowita n nazwiemy fadng, jesli suma reszt
z dzielenia liczb n, n,n3, ..., nP1 przez p jest rowna %p(p —1). Wykaz, ze wsrdd liczb 1,2,...,p -1
jest nieparzyscie wiele liczb tadnych. [OM 2020]

WSKAZOWKA: Jesli n jest tadna, to odwrotnosé n modulo p tez jest tadna.

ZADANIE 2. Ile sposrod liczb 1,2,...,p — 1 jest tadnych?

WSKAZOWKA: Jesli a jest pierwiastkiem pierwotnym modulo p, to a* jest tadna wtedy i tylko wtedy, gdy vo(k) < va(p — 1),
gdzie vo(n) oznacza liczbe dwojek w rozkladzie n na czynniki pierwsze.

ZADANIE 3. Wykaz, ze dlan = 1,2,... wszystkie dzielniki liczby 22" + 1 przystaja do 1 modulo 2™+,

WSKAZOWKA: Jesli liczba pierwsza p dzieli 22" + 1, to 25 = 1 (mod p) wtedy i tylko wtedy, gdy 2™ |k.
ZADANIE 4. Wyznacz wszystkie liczby catkowite, ktore sa wzglednie pierwsze z 2" + 3" + 6" — 1 dla
wszystkichn =1,2,... [IMO 2005]

WSKAZOWKA: Skoro 271 +371 +671 =1 =0, to réwniez2™' +371 + 671 =1 =0 (mod p) gdy p jest liczbq pierwszq.
ZADANIE 5. Dla danej liczby pierwszej p wyznacz reszte z dzielenia przez p iloczynu
(1241)-(2°+1) - (3241 -...-((p-1D*+1).

WSKAZOWKA: Zachodzi (x —1) - (x =2) -...- (x = (p - 1)) =xP =1 wZ,, takze dla x = +i.

ZADANTE 6. Udowodnij, ze 2 jest pierwiastkiem pierwotnym modulo 3* dla kazdego k = 1,2, . ..
WSKAZOWKA: Zachodzi v3(4™ — 1) = vs(m) + 1, gdzie v3(n) oznacza liczbe trojek w rozktadzie n na czynniki pierwsze.
ZADANIE 7 (twierdzenie Wilsona, twierdzenie Gaussa). Dla danej liczby catkowitej n > 2 wyznacz

reszte z dzielenia przez n iloczynu wszystkich liczb k € {1,2,...,n — 1} wzglednie pierwszych z n.

ny\2 —

WSKAZOWKA: Jeslia® =1 (mod n), to (n—a)? =1 (mod n), a jesli 4|n, to tez (a + %)* =1 (mod n); éwiczenie 10.

ZADANIE 8. Dla danej liczby catkowitej n > 1 niech P, oznacza iloczyn tychliczba € {1,2,...,n—1},
dla ktorych n|a? — 1. Wyznacz (w zaleznosci od n) reszte z dzielenia liczby P, przez n. [IMO SL 2004]
WskAzOWKA: Zadanie 7.
ZADANIE 9. Wyznacz wszystkie liczby caltkowite n > 2 o nastepujacej wlasnosci: dla wszystkich
liczb catkowitych a i b wzglednie pierwszych z n warunki

a=b (mod n) oraz ab=1 (mod n)
sg rownowazne. [IMO SL 2000]

WSKAZOWKA: Gdy n = 2m i m jest nieparzysta, to istnieje a spetniajgce a = 3 (mod 2¥) oraza = 2 (mod m).

ZADANIE 10. Dana jest liczba catkowita k > 2. Udowodnij, ze nastgpujace warunki sa rownowazne:
(a) jesli n jest liczba catkowita oraz k dzieli n™ — 1, to k dzielin — 1;
(b) jesli p, q sa pierwsze, p dzieli k, za$ q dzieli p — 1, to g dzieli k. [OMO 2013]
WsKAZOWKA: (=) Jesli q dzieli p — 1, ale nie k, to istnieje n podzielne przez q i speiniajgce warunek n? = 1 (mod k).

(&) Jeslin® =1 (mod k), to nNWVPe(k)) = 1 (mod k).

ZADANIE 11. Niech p bedzie liczbg pierwsza, a P wielomianem o wspolczynnikach catkowitych stop-
nia co najwyzej p — 2. Przypusémy, ze zbior reszt z dzielenia P(n) przez p dla catkowitych n liczy co
najwyzej dwa elementy. Udowodnij, ze zbidr ten jest wtedy jednoelementowy. [IMO SL 1997]

WSKAZOWKA: Jesli a jest pierwiastkiem pierwotnym modulo p, to1F +25 + .. + (p— 1)K = 1+ + ... +a®~?* (mod p).

Mateusz Kwasnicki
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