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1. GRY POWTARZALNE

1.1. Przypomnienie gier dynamicznych istrategicznych. Strategiqgracza i nazywamy przepis,
jaka konkretna decyzje powinien ten gracz podejmowac¢ w kazdym mozliwym fragmencie gry.

Rownowagq Nasha nazywamy taki wektor strategii (sy, Sz, . . ., Sp) (gdzie s; to pewna strategia gra-
cza i), ze jeSli kazdy z graczy i gra strategie s;, to zaden z graczy j nie zyskaltby, gdyby zmienil swoja
strategie s; na dowolng inna.

Dylemat wieznia.

Dwoch podejrzanych zostato zatrzymanych przez policje. Policja, nie majac wystarczajacych do-
wodow do postawienia zarzutéw, rozdziela wiezniéw i przedstawia kazdemu z nich te samg oferte:
jesli bedzie zeznawacé przeciwko drugiemu, a drugi bedzie milcze¢, to zeznajacy wyjdzie na wolnosc,
a milczacy dostanie dziesiecioletni wyrok. Jesli obaj beda milcze¢, obaj odsiedza 1 rok za inne prze-
winienia. Jesli obaj bedg zeznawac, obaj dostang 6-letnie wyroki. Kazdy z nich musi podja¢ decyzje
niezaleznie i zaden nie dowie sie, czy drugi milczy czy zeznaje, az do momentu wydania wyroku.

Ustalmy, ze:

e wyjscie na wolnos¢ jest dla kazdego z wiezniéw oceniane jako 4 punkty uzytecznosci;
e roczny wyrok jako 3 punktéw uzytecznosci;

e 6-letni wyrok jest oceniany jako 1 punkt uzytecznosci;

e 10-letni wyrok jest oceniany jako 1 punkt uzytecznosci.

Ponizej przedstawiono tabele tej gry, gdzie strategie oznaczono nastepujaco:

e 7/ — zeznawac;
o M — milczeé.

Wiezien II
Z M
1,1 4,0
Wiezien |
0,4 3,3

Gre w postaci ekstensywnej mozna przedstawic¢ nastepujaco za pomoca drzewka.

1Zadania zostaly opracowane na bazie ksiazki Game Theory — Michael Maschler, Eilon Solan, Shmuel Zamir (2013).
2Opis na bazie Wikipedii.
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Elipsa® otaczajaca dwa wezly gracza Il oznacza, ze gracz Il w momencie decyzji nie wie, w ktorym
z tych weztow sie znajduje (to znaczy, nie wie, co wybral gracz I). Moze jedynie zdecydowac¢ miedzy
akcja Z a M.

1.2. Nazewnictwo. Gry powtarzane sg grami, gdzie Ci sami gracze graja wiele razy w te samg
gre strategiczng. Przez T bedziemy oznaczali liczbe takich rozegranych gier. Kazda pojedyncza gre
bedziemy nazywali etapem. W przeciwienstwie do gier strategicznych, decyzje kazdego z graczy
bedziemy nazywali akcjg, natomiast strategiq bedziemy nazywali plan na catg gre T-etapowa.

Oznaczmy przez u!, u?,u?, ... uzyteczno$¢/wyplate gracza i uzyskana na 1. etapie, 2. etapie,3. eta-
pie itd. Zaklada sie, ze kazdy z graczy stara si¢ zmaksymalizowaé swojg Srednig uzytecznosé:

w+u?+ud 4+ +ul 1 I ,
Yi= T = Zui
=1

S|

to znaczy $rednia arytmetyczng z uzytecznosci ze wszystkich etapow. ROwnowaznie mozna powie-
dzie¢, ze kazdy z graczy maksymalizuje sume uzytecznosci ze wszystkich etapow.
Jesli liczba etapow jest nieskonczona, zakladamy, ze kazdy z graczy maksymalizuje:

u.1+u.+u.+...+ul.T o1

~

=1

O takiej grze mowimy, ze jest nieskoriczong grq powtarzalng.
Wektorem wyplat w grze 2-osobowej nazywamy (y1, y2)-

1.3. Zadania.

1. (Dwukrotny dylemat wieznia). Rozwazmy dwuetapowy dylemat wieznia. Ponizej przedsta-
wiono drzewko takiego dwuetapowego dylematu wieznia z suma uzytecznosci dla kazdego
Z graczy.

Akcje w drugim etapie bedziemy oznaczac¢ nastgpujaco A — B, co oznacza, ze jak przeciw-
nik zagral A poprzednio, to my gramy B. Przykladowo strategie ,najpierw milcz, jak przeciw-
nik milczy, to milcz, jak zeznaje, to tez zeznawaj” zapiszemy nastepujaco: (M;Z — Z,M —
M). Natomiast strategie ,zawsze zeznawaj” zapiszemy tak: (Z;Z — Z, M — Z) lub prosciej
(Z;2).

SNazywamy ja zbiorem informacyjnym Gracza IL. Uzywajac tego pojecia mozna modelowa¢ gry z niepetna informacja.
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a) Policz sumaryczng uzytecznosc kazdego z graczy, jesli Gracz I gra strategie s; = (M; Z —
Z,M — M) (poczatkowe zaufanie), a Gracz Il gra s;; = (Z; Z) (niewspolpracujacy). Kto
wychodzi lepiej w takiej sytuacji?

b) To samo, je$li s; = (M;Z — Z,M — M) (poczatkowe zaufanie) oraz s;; = (M;M)
(wspolpracujacy).

c) To samo, jesli s; = (M;Z — Z,M — M) (poczatkowe zaufanie) oraz s;; = (M;Z)
(zdradzajacy).

d) Ile wszystkich mozliwych strategii ma kazdy z graczy?

e) Przygotuj tabele dla calej gry dwuetapowej (jeszcze nie wypelniaj wnetrza uzyteczno-
Sciami).

f) Wypelnij wiersz odpowiadajacy strategii Gracza I s; = (M;Z — Z,M — M) (poczat-
kowa nieufnos¢). Jaka najlepsza odpowiedz noj (M; Z — Z, M — M) (lub odpowiedzi)
ma na te strategie Gracz II (tzn. jaka strategia jest dla niego najlepsza, jesli wie, ze Gracz
I gra s7)?

g) Zréb to samo, gdy s = (M; Z — Z, M — M) (poczatkowe zaufanie).

h) Czy (s, s11), gdy st = sy = (Z;,Z — Z,M — M), jest rownowaga Nasha?

i) Czy ((Z,2),(Z,2)) jest rownowaga Nasha?

2. (Dwukrotny dylemat wieznia z mozliwoscia karania). Rozwazmy nastepujaca gre grang dwu-
krotnie (T = 2). Jest to dylemat wieznia z dodatkowa mozliwg akcja K polegajacag na ukaraniu
przeciwnika.

Gracz II
Z M K

Z | 1,1 | 40 | -1,0

Graczl M| 0,4 | 3,3 | —1,0

K|0,-1]0,—-1]|-2,-2

a) Czy (sp,s17), gdy s =s;p = (M; Z — K,M — M,K — K), jest rownowaga Nasha?

b) Czy (s, s11), gdy sy = sy = (M; Z —- K,M — Z,K — K), jest rownowaga Nasha?

c) Ile wszystkich mozliwych strategii ma kazdy z graczy?

3. (Nieskonczony dylemat wieznia). Rozwazmy dylemat wieznia z nieskoniczong liczbg etapow.

a) Rozwaz nastepujaca strategie spo (tzw. strategie bezwzglednego odwetu*) polegajaca na
tym, ze gramy M do momentu, az przeciwnik chociaz raz zagra Z. Wtedy gramy Z caly
czas. Czy (spo, Spo) jest rownowaga Nasha?

b) Rozwaz nastepujaca strategie sy (wet za wet) polegajaca na tym, ze gramy M a na kazde
Z oponenta odpowiadamy jednokrotnym Z. Czy (sww, Sww) jest rOwnowaga Nasha?

c) Zalozmy, ze obaj gracze maja przyjeta strategie sy, ale jeden z graczy przez przypadek
zagral Z na pewnym etapie. Jak beda wygladaly akcje graczy w nastepnych rundach i
jaka bedzie srednia uzytecznos¢ graczy?

d) Rozwaz sytuacje, w ktorej pierwszy gracz gra w kotko (M; M; M; M; M; Z; Z; Z), a drugi
(M; M; M; M; M; Z; Z; M). Jesli oponent wylamie sie z tego schematu, gracz zaczyna graé
caly czas Z. Czy powyzsza sytuacja jest rownowaga Nasha? Jaki jest wektor wyptat w
takiej sytuacji?

e) Czy istnieje rownowaga Nasha, w ktorej wektor wyplat jest rowny (2, 3%)? >

f) Czy istnieje rownowaga Nasha, w ktorej wektor wyplat jest rowny (3, %)?

4ang. Grim-Trigger Strategy
>Zauwaz, ze poprzedni podpunkt wynikat z tego, ze (1,2) = g(l, 1) + %(3, 3) + %(O, 4).
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1.4. Zadania dodatkowe.
A. Ile wszystkich mozliwych strategii ma kazdy z graczy w 3-etapowym dylemacie wieznia?
B. Uzasadnij, ze w nieskonczonym dylemacie wieznia kazdy wektor wyplat (gdzie obie wsp6t-

rzedne sa liczbami wymiernymi) z obszaru W (patrz rysunek ponizej) ma swojg rOwnowage
Nasha.

2. STRATEGIE MIESZANE

2.1. Nazewnictwo. Rozwazamy gre 2-osobowg, w ktorej kazdy z graczy ma dwie akcje do wyboru.

Gracz 2

L P

a, az | by, by
Gracz 1

D | cy,cz | dy,dy

Niech x oznacza, jaki odsetek etapéw Gracz 1 gra akcje L w grze powtarzalnej z nieskoniczong
liczba etapow. Wtedy odsetek etapow, w jakich gra strategie P to 1—x. Analogicznie, niech y oznacza
odsetek etapow, w ktorych Gracz 2 gra akcje G. Wtedy D gra z czestoscig 1 — y. Taka strategie
mieszang dla Gracza 1 i 2 bedziemy oznaczali odpowiednio przez o1(x), o2 (y).

Srednia uzytecznos¢ dla kazdego z graczy jest dana wzorami

iy =axy+bix(1-y)+c1(1-x)y+di(1-x)(1 —y),
Y2(x,y) = axxy + box(1 —y) + c2(1 —x)y + do(1 — x)(1 — y).

Strategiq odstaszajgcq Gracza 1 nazywamy strategie Gracza 2, ktéra minimalizuje nastepujace
wyrazenie:

mfx Y1(x,y).

Srednig uzytecznoéé, jaka w takiej sytuacji otrzyma Gracz 1 nazywamy indywidualng racjonalng
wyplatq.

2.2. Zadania.

1. (Wojna plci). Rozwaz nastepujaca gre. Malzenstwo probuje ustali¢, jak spedzi¢ najblizszy
piatkowy wieczor. Dostepne rozrywki w ich miescie to wyjscie na koncert (K) lub obejrze-
nie meczu pitki noznej (M). Mezczyzna woli pitke nozna, podczas gdy kobieta woli koncert,
jednak oboje wola spedzic¢ ten czas razem niz osobno.Przyjemnos¢, jaka kazde z nich czerpie
z dostepnych mozliwosci, zostata okreslona nastepujaco:

e Ze wspoélnego ogladania meczu pitki noznej: 2 dla mezczyzny, 1 dla kobiety.
e Ze wspoélnego wyjscia na koncert: 1 dla mezczyzny, 2 dla kobiety.
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e Ze spedzenia czasu osobno: 0 dla mezczyzny, 0 dla kobiety.

Tabele gry przedstawiono ponize;.

Mezczyzna

Kobieta

M

K

M|21

0,0

0,0

1,2

Znajdz wszystkie rownowagi Nasha w strategiach mieszanych.
2. Znajdz strategie odstaszajaca w Dylemacie Wieznia. Wyznacz indywidualng racjonalng wy-

plate.

3. Znajdz strategie odstaszajaca oraz indywidualne racjonalne wyptaty w nastepujacych grach.
Gracz II

Gracz II
L R
-1,1]1,-1
Bl1,-1|-1,1
Gra A

Gracz I

Gracz II

L

R

T |42

2,3

B|1,0

0,1

Gra C

Gracz I

L

R

6,6 2,7

B|7,2/00

GraB

Michat Gutowski
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