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Kącik olimpijski nr 2 (23 kwietnia 2026)
Symetryczne i cykliczne sumy nierówności

Wiele nierówności można uzyskać przez odpowiednie sumowanie nieujemnych wyrażeń. Biorąc
𝑎 = 𝑥𝑖 , 𝑏 = 𝑦𝑖 w nierówności (𝑎−𝑏)2 ⩾ 0 oraz sumując po wszystkich 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, otrzymujemy:

0 ⩽
∑︁
𝑖, 𝑗

(𝑥𝑖 − 𝑥 𝑗 )2 =
∑︁
𝑖, 𝑗

(𝑥2𝑖 + 𝑥2𝑗 − 2𝑥𝑖𝑥 𝑗 ) = 𝑛
∑︁
𝑖

𝑥2𝑖 + 𝑛
∑︁
𝑗

𝑥2𝑗 − 2
∑︁
𝑖, 𝑗

𝑥𝑖𝑥 𝑗 .

Pierwsze dwie sumy po prawej stronie są sobie równe, a trzecia to kwadrat sumy. Wobec tego:

0 ⩽ 2𝑛
∑︁
𝑖

𝑥2𝑖 − 2
(∑︁

𝑖

𝑥𝑖

)2
, czyli

(∑︁
𝑖

𝑥𝑖

)2
⩽ 𝑛

∑︁
𝑖

𝑥2𝑖 .

Stąd zaś wynika nierówność między średnią arytmetyczną i kwadratową:
1
𝑛

∑︁
𝑖

𝑥𝑖 ⩽

√︂
1
𝑛

∑︁
𝑖

𝑥2
𝑖
.

Ćwiczenie 1. Udowodnij nierówność Czebyszewa:∑︁
𝑖

𝑥𝑖𝑦𝑖 ⩾
1
𝑛

(∑︁
𝑖

𝑥𝑖

) (∑︁
𝑖

𝑦𝑖

)
jeśli 𝑥1 ⩽ 𝑥2 ⩽ . . . ⩽ 𝑥𝑛 oraz 𝑦1 ⩽ 𝑦2 ⩽ . . . ⩽ 𝑦𝑛 .

Wskazówka: (𝑥𝑖 − 𝑥 𝑗 ) (𝑦𝑖 − 𝑦 𝑗 ) ⩾ 0.

Ćwiczenie 2. Udowodnij nierówność Cauchy’ego–Schwarza:∑︁
𝑖

𝑥𝑖𝑦𝑖 ⩽

√︂∑︁
𝑖

𝑥2𝑖

√︂∑︁
𝑖

𝑦2𝑖 .

Wskazówka: (𝑥𝑖𝑦 𝑗 − 𝑥 𝑗𝑦𝑖 )2 ⩾ 0.

Ćwiczenie 3. Udowodnij szczególny przypadek nierówności Muirheada:∑︁
𝑖, 𝑗

𝑥
𝑝+𝛼
𝑖

𝑥
𝑞

𝑗
⩾
∑︁
𝑖, 𝑗

𝑥
𝑝

𝑖
𝑥
𝑞+𝛼
𝑗

jeśli 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 > 0, 𝛼 ⩾ 0 oraz 𝑝 ⩾ 𝑞.

Wskazówka: (𝑥𝛼
𝑖
− 𝑥𝛼

𝑗
) (𝑥𝑝−𝑞

𝑖
− 𝑥

𝑝−𝑞
𝑗

)𝑥𝑞
𝑖
𝑥
𝑞

𝑗
⩾ 0.

Ćwiczenie 4. Udowodnij, że jeśli 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 > 0, to:

𝑥21

𝑥2
+
𝑥22

𝑥3
+ . . . +

𝑥2𝑛−1
𝑥𝑛

+ 𝑥2𝑛

𝑥1
⩾ 𝑥1 + 𝑥2 + . . . + 𝑥𝑛 .

Rozwiązanie: Oznaczmy przez 𝐿 i 𝑃 strony dowodzonej nierówności. Z nierówności między średnimi dla 𝜆 > 0 mamy:

𝑥2𝑖

𝑥𝑖+1
+ 𝜆2𝑥𝑖+1 ⩾ 2

√︄
𝑥2𝑖

𝑥𝑖+1
· 𝜆2𝑥𝑖+1 = 2𝜆𝑥𝑖 .

Sumując stronami te nierówności dla 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, otrzymujemy 𝐿 + 𝜆2𝑃 ⩾ 2𝜆𝑃 . Biorąc 𝜆 = 1, otrzymujemy 𝐿 ⩾ 𝑃 .

Ćwiczenie 5. Udowodnij, że jeśli 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 > 0, to:

𝑥32

(𝑥1 + 𝑥3)2
+

𝑥33

(𝑥2 + 𝑥4)2
+ . . . + 𝑥3𝑛

(𝑥𝑛−1 + 𝑥1)2
+

𝑥31

(𝑥𝑛 + 𝑥2)2
⩾

𝑥1 + 𝑥2 + . . . + 𝑥𝑛

4
.

Wskazówka: Z nierówności między średnimi:
𝑥3
𝑖+1

(𝑥𝑖 + 𝑥𝑖+2)2
+ 2𝜆3 (𝑥𝑖 + 𝑥𝑖+2) ⩾ 3𝜆2𝑥𝑖+1. Optymalna wartość to 𝜆 = 1

2 .

Ćwiczenie 6. Udowodnij, że jeśli 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 > 0, to:

𝑥31

𝑥21 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥22
+

𝑥32

𝑥22 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥23
+ . . . + 𝑥3𝑛

𝑥2𝑛 + 𝑥𝑛𝑥1 + 𝑥21
⩾

𝑥1 + 𝑥2 + . . . + 𝑥𝑛

3
.

Wskazówka: Udowodnij, że
𝑥3𝑖

𝑥2
𝑖
+ 𝑥𝑖𝑥𝑖+1 + 𝑥2

𝑖+1
⩾ 2

3𝑥𝑖 −
1
3𝑥𝑖+1.

Wiele z powyższych nierówności ma niezliczone inne dowody, ale czasem jest to jedyna metoda.
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Zadania

Zadanie 1. Udowodnij, że jeśli 𝑥1 + . . .+𝑥𝑛 = 0 oraz 𝑥21 + . . .+𝑥2𝑛 = 𝑛, to 𝑥𝑘 ⩾
1

√
𝑛 − 1

dla pewnego 𝑘 .

Zadanie 2. Udowodnij, że jeśli 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 > 0 oraz 𝑥21 + . . . + 𝑥2𝑛 = 𝑛, to

𝑥31

𝑥2
+
𝑥32

𝑥3
+ . . . +

𝑥3
𝑛−1
𝑥𝑛

+ 𝑥3𝑛

𝑥1
⩾ 𝑛.

[Bałkany 1999]

Zadanie 3. Udowodnij, że jeśli 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 > 0 oraz 𝑥1 + . . . + 𝑥𝑛 = 2, to

𝑥21

𝑥1 + 𝑥2
+

𝑥22

𝑥2 + 𝑥3
+ . . . +

𝑥2𝑛−1
𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛

+ 𝑥2𝑛

𝑥𝑛 + 𝑥1
⩾ 1.

[Japonia 1997; Rumunia 2006]

Zadanie 4. Udowodnij, że jeśli 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 > 0, to:

𝑥32

𝑥1 + 𝑥3
+

𝑥33

𝑥2 + 𝑥4
+ . . . + 𝑥3𝑛

𝑥𝑛−1 + 𝑥1
+

𝑥31

𝑥𝑛 + 𝑥2
⩾

𝑥21 + 𝑥22 + . . . + 𝑥2𝑛

2
.

Zadanie 5. Udowodnij, że jeśli 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 > 0, to:

(𝑥2 + 𝑥3)3
𝑥1 + 𝑥4

+ (𝑥3 + 𝑥4)3
𝑥2 + 𝑥5

+ . . . + (𝑥𝑛 + 𝑥1)3
𝑥𝑛−1 + 𝑥2

+ (𝑥1 + 𝑥2)3
𝑥𝑛 + 𝑥3

⩾ 2(𝑥21 + 𝑥22 + . . . + 𝑥2𝑛).

Zadanie 6*. Udowodnij, że jeśli 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 > 0, to:

(𝑥2 + 𝑥3)3
𝑥1 + 𝑥3

+ (𝑥3 + 𝑥4)3
𝑥2 + 𝑥4

+ . . . + (𝑥𝑛 + 𝑥1)3
𝑥𝑛−1 + 𝑥1

+ (𝑥1 + 𝑥2)3
𝑥𝑛 + 𝑥2

⩾ 3(𝑥21 + 𝑥22 + . . . + 𝑥2𝑛).

Czy nierówność zachodzi ze stałą 4 (zamiast 3) po prawej stronie?

Zadanie 7. Udowodnij, że jeśli 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ⩾ 0 oraz 𝑥1 + 𝑥2 + . . . + 𝑥𝑛 ⩾ 𝑛, to:

𝑥32

(1 + 𝑥1) (1 + 𝑥3)
+

𝑥33

(1 + 𝑥2) (1 + 𝑥4)
+ . . . + 𝑥3𝑛

(1 + 𝑥𝑛−1) (1 + 𝑥1)
+

𝑥31

(1 + 𝑥𝑛) (1 + 𝑥2)
⩾

𝑛

4
.

[IMO SL 1998]

Zadanie 8. Udowodnij, że jeśli 𝑥41 + 𝑥42 + . . . + 𝑥4𝑛 = 𝑛, to:

(𝑥1𝑥2 + 2)2 + (𝑥2𝑥3 + 2)2 + . . . + (𝑥𝑛−1𝑥𝑛 + 2)2 + (𝑥𝑛𝑥1 + 2)2 ⩾ 𝑛.

Zadanie 9*. Niech 𝑥𝑛+1 = 𝑥1. Udowodnij, że:

2
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥2𝑖 𝑥𝑖+1 ⩾
𝑛∑︁
𝑖=1

(4𝑥𝑖 + 3𝑥2𝑖 − 𝑥4𝑖 − 4).
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Wskazówki do zadań

Zadanie 1. Udowodnij, że jeśli 𝑥1 + . . .+𝑥𝑛 = 0 oraz 𝑥21 + . . .+𝑥2𝑛 = 𝑛, to 𝑥𝑘 ⩾
1

√
𝑛 − 1

dla pewnego 𝑘 .
Wskazówka: Jeśli −(𝑛 − 1)𝑎 < 𝑥𝑘 < 𝑎, to (𝑎 − 𝑥𝑘 ) (𝑥𝑘 + (𝑛 − 1)𝑎) > 0.

Zadanie 2. Udowodnij, że jeśli 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 > 0 oraz 𝑥21 + . . . + 𝑥2𝑛 = 𝑛, to

𝑥31

𝑥2
+
𝑥32

𝑥3
+ . . . +

𝑥3
𝑛−1
𝑥𝑛

+ 𝑥3𝑛

𝑥1
⩾ 𝑛.

[Bałkany 1999]

Wskazówka: 2
𝑎3

𝑏
+ 𝜆3𝑏 ⩾ 3𝜆𝑎2.

Zadanie 3. Udowodnij, że jeśli 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 > 0 oraz 𝑥1 + . . . + 𝑥𝑛 = 2, to

𝑥21

𝑥1 + 𝑥2
+

𝑥22

𝑥2 + 𝑥3
+ . . . +

𝑥2𝑛−1
𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛

+ 𝑥2𝑛

𝑥𝑛 + 𝑥1
⩾ 1.

[Japonia 1997; Rumunia 2006]

Wskazówka:
𝑎2

𝑎 + 𝑏 + 𝜆2 (𝑎 + 𝑏) ⩾ 2𝜆𝑎.

Zadanie 4. Udowodnij, że jeśli 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 > 0, to:

𝑥32

𝑥1 + 𝑥3
+

𝑥33

𝑥2 + 𝑥4
+ . . . + 𝑥3𝑛

𝑥𝑛−1 + 𝑥1
+

𝑥31

𝑥𝑛 + 𝑥2
⩾

𝑥21 + 𝑥22 + . . . + 𝑥2𝑛

2
.

Wskazówka: 2
𝑏3

𝑎 + 𝑐 + 𝜆3 (𝑎 + 𝑐)2 ⩾ 3𝜆𝑏2.

Zadanie 5. Udowodnij, że jeśli 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 > 0, to:

(𝑥2 + 𝑥3)3
𝑥1 + 𝑥4

+ (𝑥3 + 𝑥4)3
𝑥2 + 𝑥5

+ . . . + (𝑥𝑛 + 𝑥1)3
𝑥𝑛−1 + 𝑥2

+ (𝑥1 + 𝑥2)3
𝑥𝑛 + 𝑥3

⩾ 2(𝑥21 + 𝑥22 + . . . + 𝑥2𝑛).

Wskazówka:
(𝑏 + 𝑐)3
𝑎 + 𝑑 + 𝜆2 (𝑏 + 𝑐) (𝑎 + 𝑑) ⩾ 2𝜆(𝑏 + 𝑐)2.

Zadanie 6*. Udowodnij, że jeśli 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 > 0, to:

(𝑥2 + 𝑥3)3
𝑥1 + 𝑥3

+ (𝑥3 + 𝑥4)3
𝑥2 + 𝑥4

+ . . . + (𝑥𝑛 + 𝑥1)3
𝑥𝑛−1 + 𝑥1

+ (𝑥1 + 𝑥2)3
𝑥𝑛 + 𝑥2

⩾ 3(𝑥21 + 𝑥22 + . . . + 𝑥2𝑛).

Czy nierówność zachodzi ze stałą 4 (zamiast 3) po prawej stronie?

Wskazówka: Stała 3:
(𝑏 + 𝑐)3
𝑎 + 𝑐 ⩾ 3𝑏2 − 3𝑎𝑏 + 3𝑏𝑐 . Stała 4: 𝑥𝑘 = 𝑘 z wyjątkiem 𝑥𝑛 = 4

3𝑛.

Zadanie 7. Udowodnij, że jeśli 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ⩾ 0 oraz 𝑥1 + 𝑥2 + . . . + 𝑥𝑛 ⩾ 𝑛, to:

𝑥32

(1 + 𝑥1) (1 + 𝑥3)
+

𝑥33

(1 + 𝑥2) (1 + 𝑥4)
+ . . . + 𝑥3𝑛

(1 + 𝑥𝑛−1) (1 + 𝑥1)
+

𝑥31

(1 + 𝑥𝑛) (1 + 𝑥2)
⩾

𝑛

4
.

[IMO SL 1998]
Wskazówka:

𝑏3

(1 + 𝑎) (1 + 𝑐) + 𝜆3 (1 + 𝑎) + 𝜆3 (1 + 𝑐) ⩾ 3𝜆2𝑏.

Zadanie 8. Udowodnij, że jeśli 𝑥41 + 𝑥42 + . . . + 𝑥4𝑛 = 𝑛, to:

(𝑥1𝑥2 + 2)2 + (𝑥2𝑥3 + 2)2 + . . . + (𝑥𝑛−1𝑥𝑛 + 2)2 + (𝑥𝑛𝑥1 + 2)2 ⩾ 𝑛.

Wskazówka: ((𝑎 − 1)2 + (𝑏 + 1)2) ((𝑎 + 1)2 + (𝑏 − 1)2) ⩾ 0.

Zadanie 9*. Niech 𝑥𝑛+1 = 𝑥1. Udowodnij, że:

2
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥2𝑖 𝑥𝑖+1 ⩾
𝑛∑︁
𝑖=1

(4𝑥𝑖 + 3𝑥2𝑖 − 𝑥4𝑖 − 4) .

Wskazówka: (𝑎2 + 𝑏 − 2)2 ⩾ 0.

Mateusz Kwaśnicki
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