ODDZIAL INTENSYWNEGO MYSLENIA
KACIK OLIMPIJSKI NR 2 (23 KWIETNIA 2026)
SYMETRYCZNE I CYKLICZNE SUMY NIEROWNOSCI

Wiele nierdwnosci mozna uzyskaé przez odpowiednie sumowanie nieujemnych wyrazen. Biorac
a = x;, b = y; w nieréwnosci (a— b)2 > 0 oraz sumujac po wszystkich i, j = 1,2, ..., n, otrzymujemy:

2 _ 2, .2 _ 2 2
< E (xi —xj)" = E (xi +xj — 2xxj) =n E xX;i+n E xj—2 E XiX;.
Lj Lj i j ij

Pierwsze dwie sumy po prawej stronie sg sobie rowne, a trzecia to kwadrat sumy. Wobec tego:

< Zaniz - Z(Z xi)z, czyli (Z xl-)2 < aniz.

1
Stad za$ wynika nieréwno$¢ miedzy $rednig arytmetyczng i kwadratowa: — Z x; < —le.z.
n&
Cwiczenik 1. Udowodnij nieréwnosé Czebyszewa:
1 T
Zi:xiyi > E(le)(zllyl) jeslix; <K xp <...<xporazy; <Yz <...< Yy
WSKAZOWKA: (x; — x;)(y; —y;) > 0.

Cwiczenik 2. Udowodnij nieréwnosé Cauchy’ego—Schwarza:

inyi < w/lezw/Zylz

WSKAZOWKA: (X;y; — xjyi)z 2 0.

Cwiczenik 3. Udowodnij szczegdlny przypadek nieréwnosci Muirheada:

+a_q p_qta AT
lep ijinxj jesli xq,x2,...,x, >0, > 0orazp >
ij i,j

WsKAZOWKA: (x{ — x) (xP71 - xﬁ.’_q)xiqx;?7 > 0.

Cwiczenik 4. Udowodnij, ze jesli xy, x, . . ., x, > 0, to:
X} x; X, Xt
B + X a0+ X
X2 X3 Xn X1

Rozw1AzANIE: Oznaczmy przez L i P strony dowodzonej nieréwnosci. Z nieréwnosci miedzy $rednimi dla A > 0 mamy:

x? x2
— 4 Azxi+1 > 2 L. /12)61‘+1 = 2/1)(‘,'.
Xi+1 Xi+1

Sumujac stronami te nieréwnoéci dlai = 1,2,...,n, otrzymujemy L + AP > 2AP. Biorac A = 1, otrzymujemy L > P
Cwiczenik 5. Udowodnij, ze jesli xy, xo, . . ., x, > 0, to:
x3 x3 x3 x3 X1+Xs+ ... X
2 3 n 1 1 2 n
2 2 +...+ 2 + 5 Z
(x1+x3)% (X2 +x4) (Xp-1+x1)*  (xn + x2) 4
x>
WsKAZOWKA: Z nierdwnosci miedzy Srednimi: ( +'+1 g 4+ 223 (x; + Xig2) = 30%x41. Optymalna wartos¢ to A = 5
Xi + Xi+2
Cwiczenik 6. Udowodnij, ze jesli x, x, . . ., x, > 0, to:
x3 x5 x3 Xt Xpt ..+
2 4 X1 %0 + X2 2 2 L 2 2 7 3
1 1X2 + X, X, + X9x3 + X3 Xp + Xpx1 + X
x3
WskAzOWKA: Udowodnij, 26 ———————— > £x; — 3 Xi41.

2
X; + XiXip1 + X,

Wiele z powyzszych nier6wnosci ma niezliczone inne dowody, ale czasem jest to jedyna metoda.



ZADANIA

1
ZADANIE 1. Udowodnij, ze jesli x; +...+x, = 0 oraz x2+...+x% = n, to x; > ——— dla pewnego k.

1tetxg N

ZADANTIE 2. Udowodnij, ze jesli xy,...,x, > 0 oraz x + ...+ x2 = n, to
3 3 3 3
xl x2 xn—l Xn
—+ =+ ..+ +— > n.
X2 X3 Xn X1 [BALKANY 1999]
ZADANIE 3. Udowodnij, ze jesli xy,...,x, > 0 oraz x; + ...+ x, = 2, to
2 2 2 2
x x x° x
! RIS el S
X1+Xx2 X2+X3 Xp-1+Xn XptXg [JaPONIA 1997; RUMUNIA 2006]
ZADANIE 4. Udowodnij, ze jesli xy, xa, . .., x, > 0, to:
3 3 3 3 2, 2 2
X. X. X X X7+xJ+...+Xx
2 3L 4 n I ! n
X1+X3 Xo+X4 Xpn—1+X1 Xp+ X2 2
ZADANIE 5. Udowodnij, ze jesli xy, x5, . .., x, > 0, to:

3 3 3 3
X9 + X X3+ X Xp+ X X1+ X
(etx) | Cotx)’ | Gntx)’ | (a+n)
X1+ X4 X2 + X5 Xp—1 + X2 Xp + X3

> 2(x + x5 +... +x2).

ZADANIE 6F Udowodnij, ze jeSli x1, x5, ..., x, > 0, to:
], 2€ ] n

3 3 3 3
X9 + X X3 + X. Xp+X X+ Xx
(otx) | (o+x)’ | (tx) | (x+x)

> 3(x} + x5 +... +x2).
X1+ X3 X9 + X4 Xp—1+X1 Xp + X9

Czy nieréwnos¢ zachodzi ze stalg 4 (zamiast 3) po prawej stronie?

ZADANIE 7. Udowodnij, ze jesli xq, x2,...,X, > 0 oraz x; + X + ... + x, > n, to:
3 3 3 3
X3 X3 Xy X1 n

Q+x)(+x) (rm)+x T 0rm )0+  (tx)(1+x) 4
[IMO SL 1998]

ZADANTIE 8. Udowodnij, ze jesli x{ + x; + ...+ x; = n, to:
(x10 + 2)% + (302203 + 2)% + ...+ (xp_120 + 2)% + (X1 +2)% > 1.

ZADANIE 97 Niech x,4; = x1. Udowodnij, ze:

n

n
2 Z xl-zxi+1 > Z(4x,- + 3x;2 - xf —4).
i=1

i=1



WSKAZOWKI DO ZADAN

e 2 2 1
ZADANIE 1. Udowodnij, ze jesli x; +...+x, = 0 oraz x{ +...+Xx;; = n, to x; > —— dla pewnego k.
n-—1
WSKAZOWKA: Jesli—(n — 1)a < x; < a, to (a — xg)(xx + (n—1)a) > 0.
ZADANTIE 2. Udowodnij, ze jesli xy,...,x, > 0 oraz x? + ... +x2 = n, to
3 3 3 3
X1 X Xn-1  Xn
—+ 4.+ +— >n.
X2 X3 Xn X1 [BALKANY 1999]
a3
WSKAZOWKA: 27 +A3b > 31d%.
ZADANIE 3. Udowodnij, ze jesli xy,...,x, > 0 oraz x; + ...+ x, = 2, to
2 2 2 2
x x X x
! 2 py—ml gt >
X1+XxX2 X2+X3 Xpn-1+Xn Xnt+X1 [JaPONIA 1997; RUMUNIA 2006]
2
a
WSKAZOWKA: 5+ A2(a+b) > 2)a.
ZADANIE 4. Udowodnij, ze jesli xy, xs, . .., x, > 0, to:
3 3 3 3 2, 2 2
X X x x Xe+x5+...+x
2+ 3 4+ M. et S L
X1+X3 Xo+Xxy Xpn_1+X1  Xp+ X 2
3
WSKAZOWKA: 2 +A3(a+c)? = 30b%
a+c
ZADANIE 5. Udowodnij, ze jesli xy, xs, . .., x, > 0, to:

3 3 3 3
X9 + X X3+ X Xn+ X X1 + X
(o+x) (o+x)®  (rm) (a+x)
X1+ X4 X9 + X5 Xp—1 + X9 Xp + X3

+¢c)}

> 2(x + x5 +... +x2).

WSKAZOWKA: b +22(b+c)(a+d) = 2A(b +c)2

ZADANIE 6F Udowodnij, ze jeSli xq, x5, ..., x, > 0, to:
], 2€ ]

3 3 3 3
X2 + X X3+ X Xp+X X1 + X
( 2 3) +( 3 4) +.”+( n 1) +( 1 2)
X1+ X3 X2 + X4 Xp—1 + X1 X + X2

> 3(x} + x5 +... +x2).

Czy nieréwnos¢ zachodzi ze stalg 4 (zamiast 3) po prawej stronie?

b+c)?
WSsKAZOWKA: Stala 3: % > 3b% — 3ab + 3bc. Stata 4: x; = k z wyjgtkiem x,, = %n.
a+c
ZADANIE 7. Udowodnij, ze jesli xq, x2,...,%, = 0 oraz x; + X + ... + X, > n, to:
3 3 3 3
X3 + X3 4 Xn + X n
.. = .
(T+x1)(T+x3)  (1+2x2)(1+x4) (T+xp-1)(T+x1)  (1+x,)(14x) 4
b3 [IMO SL 1998]
WSKAZOWKA: —————— + A3(1+a) + A3(1 +¢) > 34%b.

(1+a)(1+c¢)
ZADANTIE 8. Udowodnij, ze jesli x{ + x; + ...+ x; = n, to:
(x150 + 2)% + (302203 + 2)% + ...+ (X120 + 2)% + (X1 +2)% > 1.
Wskazowka: ((a—1)2+ (b+1)?)((a+1)?+(b-1)%) > 0.

ZADANIE 97 Niech x,4; = x1. Udowodnij, ze:
n n

2 Z xizxi+1 > Z(4xi + 3xi2 - xf —4).
i=1 i=1

WSKAZOWKA: (a? +b —2)2 > 0.

Mateusz Kwasnicki
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