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1. GRY W POSTACI EKSTENSYWNE]J (GRY DYNAMICZNE)

1.1. Nazewnictwo. Strategiq gracza i nazywamy przepis, jaka konkretna decyzje powinien ten
gracz podejmowac¢ w kazdym mozliwym fragmencie gry.

Strategiq wygrywajqgcq gracza i nazywamy taka strategie, ktora zawsze doprowadzi tego gracza
do wygranej, niewazne jak zagraja inni gracze.

Gra z 4 polami (David Gale)?

Zaczynamy z tabela ponumerowang liczbami 1, 2, 3 i 4.

214
113

Kazdy z dwoch graczy naprzemiennie, rozpoczynajac od Gracza I, wybiera jedno niezakre$lone pole
z tabeli i je zakresla na okreslonych zasadach:

1. Pole 4 nie moze by¢ zakreslone, jezeli pole 2 lub 3 zostaly juz zakreslone.
2. Gra sie konczy, gdy pole 1 zostanie zakreslone. Gracz, ktory je zakresli, przegrywa.

1.2. Zadania.
1. Znajdz na drzewie gry strategie wygrywajaca w gre ,,z 4 polami”.

wygrywa II

wygrywa I

wygrywa II

wygrywa I

wygrywa Il

wygrywa [
wygrywa II

wygrywa I
wygrywa II

1

wygrywa I

2. Okre$l, czy ktory$ z graczy ma strategie wygrywajaca. Jesli tak, zaznacz ja na drzewie gry.
a) Gral

1Zadania zostaly opracowane na bazie ksiazki Game Theory — Michael Maschler, Eilon Solan, Shmuel Zamir (2013).

2Zobacz tez Zadanie dodatkowe B.

3Twierdzenie von Neumanna (1928) mowi, ze w kazdej grze 2-osobowej w postaci ekstensywnej (bez losowosci, ze
skonczonym drzewem i z pelng informacja o ruchach innych graczy), gdzie wynikami gry moze by¢ tylko zwyciestwo
Gracza 1, zwyciestwo Gracza II lub remis, tylko jedna z ponizszych alternatyw jest prawdziwa: Gracz I ma strategie
wygrywajaca, Gracz I ma strategie wygrywajaca, obaj gracze maja strategie gwarantujaca co najmniej remis.
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wygrywa II
wygrywa I
wygrywa II

wygrywa II

wygrywa I
wygrywa II

wygrywa Il

wygrywa I

wygrywa II
wygrywa [

b) Gra 2
wygrywa I
wygrywa II

wygrywa II
wygrywa I

remis
wygrywa Il

c) Gra3

remis

wygrywa II
wygrywa I

wygrywa II

wygrywa I

wygrywa II

3. (Nim w wariancie Misere). Rozpatrz nastepujaca gre. Mamy trzy kupki z zapatkami. W pierw-
szej jest m zapaltek, w drugiej n, a w trzeciej k. Kazdy z dwoch graczy naprzemiennie, roz-
poczynajac od Gracza I, wybiera jedna z kupek i zabiera z niej co najmniej jedng zapatke.
Gracz, ktory zabierze ostatnia zapatke, przegrywa. *

a) Zagrajcie kilka razy w gre, gdy (m, n, k) = (1,2, 3).

b) Narysuj drzewo gry i okresl, kto ma strategie wygrywajaca, gdy (m,n, k) = (1,1,1).
¢) Zréb to samo, gdy (m,n, k) = (1,2,0).

d) Zréb to samo, gdy (m,n, k) = (0,0, 3).

e) Kto ma strategie wygrywajaca, gdy (m, n, k) = (0, 2,2)? Jaka to strategia?

f) Odpowiedz na to samo pytanie, gdy (m,n, k) = (1,1, 2).

g) Odpowiedz na to samo pytanie, gdy (m,n, k) = (1,0, 3).

4w zwyklym wariancie gry Nim ten gracz wygrywa.



h) Na podstawie powyzszych wynikéw odpowiedzcie na to pytanie gdy (m, n, k) = (1,2, 2),
(m,n, k) =(1,1,3) oraz (m,n, k) = (0,2,3).

i) Kto ma strategie wygrywajaca, gdy (m,n, k) = (1,2,3)?

4. (Gra w Stonoge). Rozwaz nastepujaca gre dwuosobowsa. Kazdy z graczy ma pojemnik na
pieniadze. Gracz 1 rozpoczyna z banknotem 10 zt, natomiast pojemnik Gracza 2 jest pusty.
Gracze wykonuja swoje tury na przemian, rozpoczynajac od Gracza 1. W kazdej swojej turze,
gracz moze albo spasowac (P), albo kontynuowa¢ (K).

o Jezeli gracz spasuje, gra si¢ konczy, a kazdy z graczy otrzymuje pule pieniedzy zgroma-
dzong w swoim pojemniku.

e Jezeli gracz kontynuuje rozgrywke, musi przekazac 10 zl ze swojego pojemnika, do po-
jemnika innego gracza. Dodatkowo, do pojemnika tego innego gracza dorzucane jest 20
zt.

e Jezeli zaden z graczy wczesniej nie spasuje, gra si¢ konczy po 100 turach.

Ponizej przedstawiono drzewo tej gry, gdzie wynik przedstawiono w postaci (uy, uz), gdzie
u; to wyplata i-tego gracza w ztotoéwkach. Nad kazdym wierzchotkiem umieszczono numer
aktualnej tury.

100 g (1010, 1000)

(10,0)

a) Uzupelnij brakujace wyplaty graczy w turach 99 oraz 100.

b) Jak powinien zagra¢ Gracz 1, jezeli przed gra moze ustali¢ wspodlna strategie z Graczem
2 i moze mu zaufac, ze bedzie si¢ trzymat ustalen?

c) Jak powinien zagra¢ Gracz 1, jezeli wie, ze Gracz 2 ma nastawienie ,byle sgsiad mial
gorzej”?

1.3. Zadania dodatkowe.

A. Czy istnieje strategia wygrywajaca w kotko i krzyzyk?

B. (Gra w odgryzanie tabliczki czekolady). Rozwaz wariant gry z zadania 1, gdzie zamiast tabeli
wymiaru 2 X 2, jest tabela wymiaru m X n, gdzie m, n > 1 a zakreslenie danego pola, blokuje
wszystkie pola nad nim, na prawo od niego i péinocny-wschdd od niego (patrz Rysunek 1).
Kto zakresli pole w lewym dolnym rogu (zatrutg kostke), przegrywa. Pokaz, ze gracz rozpo-
czynajacy ma strategie wygrywajaca.

>Gra w literaturze nazywa sie Chomp i zostala opracowana przez Davida Gale’a (1974).
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RyYsuNEK 1. Wariant gry 8 X 8. Po zakresleniu pola (4,7), na szaro zaznaczono pola zablokowane.
Czarnym kwadracikiem zaznaczono zatrutg kostke.

C. Rozwaz nastepujaca gre. Obaj gracze naprzemiennie, zaczynajac od Gracza I, umieszczaja
na okraglym stole jednozlotéwki w taki sposob, by jedna nie lezala na drugiej (cho¢ moga
sie stykaé) oraz by zadna z nich nie wystawala poza zarys stotu. Gracz, ktory nie ma juz
mozliwosci umiescic kolejnej monety, przegrywa. Kto ma strategie wygrywajaca w tej grze?
Jaka to strategia?

2. GRY STRATEGICZNE

2.1. Nazewnictwo. Rownowagg Nasha nazywamy taki wektor strategii (s, sz, ...,S,) (gdzie s; to
pewna strategia gracza i), ze jesli kazdy z graczy i gra strategie s;, to zaden z graczy j nie zyskalby,
gdyby zmienil swoja strategie s; na dowolna inna.

Moéwimy, ze rownowaga Nasha jest Pareto optymalna, gdy nie ma zadnego innego wyniku gry,
ktory bylby lepszy dla chociaz jednego z graczy, a dla zadnego innego gracza nie bytby gorszy.

Moéwimy, ze strategia s gracza i jest $cisle zdominowana przez strategie d gracza i, jesli strategia d
gwarantuje graczowi i lepszy wynik, niewazne, jak zagraja pozostali gracze. Mowimy, Ze strategia
s gracza i jest stabo zdominowana przez strategie d gracza i, jesli strategia d gwarantuje graczowi
i niegorszy wynik, niewazne, jak zagraja pozostali gracze oraz istnieje scenariusz, ze zagwarantuje
mu lepszy wynik.

2.2. Zadania.

1. (Gra w Stonoge). Rozwaz gre w postaci ekstensywnej z Zadania 4. z poprzedniego dziatu.
Zalézmy, ze sg tylko dwie mozliwe strategie dla kazdego z graczy:
e K - kontynuowac gre na kazdym kroku;
e P — pasowac najszybciej jak sie da.
Gry strategiczne dla dwoch graczy przedstawia si¢ zazwyczaj w postaci tabeli, jak to zrobiono
ponizej.

Gracz II
K P

1010, 1000 | 0, 30
Gracz I

p 10,0 10,0

a) Znajdz wszystkie rownowagi Nasha dla tej gry.
b) Ktora z tych rownowag jest Pareto optymalna?
c) Poréwnaj powyzsze rozwazania z podpunktem c) Zadania 4. z poprzedniego dziatu.
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2. (Dylemat wieznia). Dwoch podejrzanych zostato zatrzymanych przez policje. Policja, nie ma-
jac wystarczajacych dowodow do postawienia zarzutow, rozdziela wiezniow i przedstawia
kazdemu z nich te sama oferte: jesli bedzie zeznawac przeciwko drugiemu, a drugi bedzie
milcze¢, to zeznajacy wyjdzie na wolnosc¢, a milczacy dostanie dziesiecioletni wyrok. Jesli
obaj beda milczec¢, obaj odsiedza 1 rok za inne przewinienia. Jesli obaj beda zeznawac, obaj
dostang 6-letnie wyroki. Kazdy z nich musi podja¢ decyzje niezaleznie i zaden nie dowie sie,
czy drugi milczy czy zeznaje, az do momentu wydania wyroku.’

Ustalmy, ze:

e wyjscie na wolnosc jest dla kazdego z wigznidow oceniane jako 5 punktow uzytecznosci;
e 6-letni wyrok jest oceniany jako 1 punkt uzytecznosci;

e roczny wyrok jako 0 punktéw uzytecznosci.

Ponizej przedstawiono tabele tej gry, gdzie strategie oznaczono nastepujaco:

e Z — zeznawag;

e M — milczec.

Wiezien 11
V4 M
1,1] 5,0
Wiezien I
M|0,5]| 4,4

Okresl rownowage Nasha tej gry i ocen, czy jest Pareto optymalna.
3. Rozpatrz nastepujaca gre strategiczna.

Gracz II
L CcC P
1,0/1,2|0,1

Gracz I
D[0,3]/0,1|20

a) Ktore strategie sg $cisle zdominowane?
b) Zauwaz, ze w rOownowadze Nasha nie moze by¢ strategii $cisle zdominowanych. Wykresl
te strategie, a nastepnie poszukaj rownowagi Nasha wsrod pozostatych komorek tabeli.
4. Rozpatrz nastepujaca gre strategiczna.

Gracz II
L CcC P

G|1,2|23]0,3

Graczl §]22[21]3,2

D|(21/00|10

a) Wykreslaj po kolei strategie stabo zdominowane, a nastepnie poszukaj rownowagi Na-
sha wsrod pozostatych komorek tabeli.

6Opis na bazie Wikipedii.



b) Sprobuj wykresli¢ strategie stabo zdominowane w innej kolejnosci. Znéw poszukaj row-
nowagi Nasha. Czy wynik jest ten sam?
5. (Niebezpieczna rownowaga). Rozpatrz nastepujaca gre strategiczna.

Gracz II

GraczI § 3,0 | —10,1

D | -100,2| 3,3

a) Okresl rownowage Nasha w tej grze.

b) Co sie stanie z wynikiem Gracza I, jesli Gracz II przez pomyike nie zagra optymalnie,
zgodnie z ta rownowaga?

c) Jak powinien zagra¢ Gracz I jesli ceni sobie bezpieczenstwo i chce sie uniezalezni¢ od
nieroztropnosci Gracza II?

6. (Paradoks Braessa). Sa dwie gléwne drogi laczace San Francisco i San Jose, péinocna przez
Moutain View i potudniowa przez Cupertino. Czas potrzebny na przebycie kazdego frag-
mentu drogi zalezy od liczby aut x na danej drodze (przejezdzajacych w kazdej minucie) i
zostal przedstawiony na ponizszym diagramie (w minutach).

Mountain View

1+x 51+ 0,1x

San Francisco e San Jose

51+ 0,1x 1+x

Cupertino

Zauwazmy, ze w danym momencie startuje 60 aut z San Francisco, kierujacych sie do San
Jose. Potraktuj powyzsza sytuacje jako gre z 60 graczami.

a) Rozwazmy sytuacje, ze 30 aut zdecydowalo si¢ ,zagrac¢ pod” droge péinocna, a pozostate
30 pod potludniows. Czy ktéoremukolwiek z graczy oplaca sie zmienic strategie i jednak
wybrac inng trase?

b) Jaki bedzie potrzebny czas (w minutach) na dostanie sie z San Francisco do San Jose na
kazdej z tras?

¢) Rozwazmy sytuacje, gdzie Kalifornijski Departament Transportu postanowil dobudo-
wac¢ nowa droge jednokierunkows z Mountain View do Cupertino, jak na ponizszym
diagramie.



Mountain View

1+x 51+ 0,1x

San Francisco 10 + 0,1x

51+ 0,1x

Cupertino

Rozwazmy sytuacje z podpunktu a). Czy ktéremus z kierowcow oplaca sie zmienic¢ stra-
tegie i jecha¢ do Mountain View, a potem droga jednokierunkowa do Cupertino, a stam-
tad dopiero do San Jose?

d) Rozwaz sytuacje, gdzie 20 aut jedzie dalej trasa polnocna, 20 dalej wybiera trase potu-
dniowa, ale pozostate 20 jedzie do Mountain View, a potem droga jednokierunkowsa do
Cupertino, a stamtad dopiero do San Jose. Czy teraz jest to rOwnowaga Nasha? Jaki jest
taczny czas (w minutach) potrzebny na dostanie sie do San Jose kazda z tras? Dlaczego
opisana sytuacja jest nazywana paradoksem? ’

7. (Aukcja pierwszej i drugiej ceny). Rozwazmy aukcje, w ktorej kazdy z uczestnikow deklaruje
potajemnie kwote jaka jest w stanie zaplacic¢ (np. pisze kwote na kartce, umieszcza kartke
w kopercie i jg zapieczetowuje). Wygrywa osoba, ktora zaoferuje najwyzsza kwote (w przy-
padku remisu wygrany jest losowany). Dla uproszczenia bedziemy zaklada¢, ze w aukcji
biorg udziat tylko dwie osoby.

a) Zalozmy, ze jest to aukcja pierwszej ceny, to znaczy ze wygrany placi kwote, ktora on
zaoferowat. ® Niech v; beda pewnymi liczbami dodatnimi, i € {1,2} (mozna powiedzie¢,
ze jest to kwota, na ktora gracz i ,wycenia” licytowany przedmiot). Przez x; oznaczmy
kwote (strategie) oferowana przez gracza i, a wynik gry dla gracza i niech bedzie dany
wzorem °:

() = v; — x;, gdy gracz i wygra aukcje;
o 0, gdy gracz i nie wygra aukcji.

Dla ustalenia uwagi niech v; = 300, v, = 270.
Dla jakich x; strategia Gracza 1 jest silnie zdominowana?

b) Czy istnieje rownowaga Nasha w tej grze? Jak rozumie¢ wynik?

c) Zaloézmy (rozsadnie), ze Gracz 1 nie wie, jak licytowany przedmiot wycenia Gracz 2. Czy
ma on pokuse, by licytowac¢ za mniej, niz wycenia ten przedmiot? Czy jest mozliwe, ze
przedmiot trafi do osoby, ktora ten przedmiot nizej wycenia?

d) Rozwazmy teraz sytuacje, ze jest to aukcja drugiej ceny, to znaczy ze wygrany placi
druga najwyzsza zaoferowang kwote (przyktadowo, jesli Gracz 1 zaoferowal wyzszg

"Podobne efekty jak w tym przykladzie zostaly zaobserwowane w rzeczywistosci: gdy jedna z drég w Nowym Yorku
zostata zamknieta, czas przejazdu aut si¢ zmniejszyl; tak samo w Stuttgardzie, gdzie otworzenie nowej drogi wydtuzyto
czas przejazdu.

8amg. First Price Auction

9To zalozenie jest nierealistyczne, poniewaz jesli gracz i wycenia przedmiot na kwote v; i placi v;, to wedlug powyz-
szego wzoru nic nie zyskuje (tak jakby w ogéle nie wygrat). A przeciez zmarnowat czas na wziecie udziatu w aukeji,
czego w naszych zatozeniach nie bierzemy pod uwage (chyba, ze sam udzial w akcji jest dla niego warto$cig samg w
sobie, doktadnie rowna kosztowi zmarnowanego czasu).
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kwote od Gracza 2, to Gracz 1 placi kwote zaoferowang przez Gracza 2). '° Przy takich
zatozeniach wynik gry bedzie dany wzorami (pominmy przypadek remisu):

() = 01 — X2, gdy x1 > x3;
o 0, gdy x; < x3.

1y () = v —x1, gdy xp > xq;
2 0, gdy x; < x3.

Ktore strategie sa silnie zdominowane? Czy istnieje rownowaga Nasha w takiej grze?
e) Odpowiedz na to samo pytanie co w podpunkcie c) w kontekscie licytacji drugiej ceny.
f) Gdzie uzywa sig licytacji drugiej ceny (lub czego$ bardzo podobnego)?
8. (Dylemat bezpieczenstwa). Rozwazmy nastepujaca gre opisujaca sytuacje pomiedzy USA
a ZSRR po I Wojnie Swiatowej. Kazdy z graczy: USA i ZSRR, ma dwie strategie:
e P — produkowac bron nuklearna;
e N - nie produkowac broni nuklearnej.
Uwzgledniajac koszty produkcji broni oraz fakt, ze istnienie broni stwarza niezerowe ryzyko
wybuchu wojny nuklearnej, gre mozna zdefiniowac nastepujaco.

ZSRR

N P

N|44|13
USA

P 3122

Okresl rownowagi Nasha w tej grze. Ktéra rOwnowaga jest bardziej prawdopodobna? Jak
potoczyla si¢ rzeczywistos§¢?
9. Okresl wszystkie rownowagi Nasha w ponizszych grach.

Gracz II Gracz II
a b c d a b
al|6,2163|7,6]|2,8 a|95|53
Gracz I Gracz I

B185]69]|46]|47 B 18,684

Gral Gra 2

Gracz II
a b c d

-1,20 | -7,-7]-1,2| =5,8

GraczI f27,20 | 13,-1 | 21,2 | 13,-1

Yy |-520| -3,5 |7,-1| 3,-4
Gra 3

2.3. Zadania dodatkowe.
A. (Gra w Stonoge). Tym razem, w przeciwienstwie do Zadania 1., rozwaz gre strategiczng ze
wszystkimi mozliwymi strategiami graczy:

lOang. Second Price Auction



e P, — spasowac w n-tej turze.
e K - kontynuowac gre na kazdym kroku.
a) Narysuj fragment tabeli gry.
b) Okresl, jakie sa rownowagi Nasha w tej grze.
c) Poréwnaj powyzsze rozwazania z Zadaniem 1.
B. (Paradoks Braessa). Rozwaz gre z Zadania 6.
a) Wykaz, ze sytuacja opisana w podpunkcie a) Zadania 6. jest jedyng rownowaga Nasha
w tej grze.
b) Wykaz, ze sytuacja opisana w podpunkcie d) Zadania 6. jest jedyna rownowaga Nasha
w grze po wybudowaniu nowej drogi.
C. Rozwaz ponizsza gre dla trzech graczy. Gracz I wybiera wiersz tabeli (A lub B), Gracz II
kolumne (a lub b), a Gracz III tabele (a, B lub y). ZnajdZz wszystkie rownowagi Nasha w tej
grze.

a b a b a b
A10,0,5/0,0,0 A11,23]000 A10,0,0[0,0,0
B|20,0]0,0,0 B10,0,0]1,23 B10,5010,0,4

a p Y

Michat Gutowski
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