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(a) Jak najgesciej upakowac jednakowe kota na ptaszczyznie?
RozwiazaNie: W wezlach siatki trojkatnej.
(b) Kto i kiedy udowodnil, Ze tak jest najgesciej?
Rozw14zANIE: AXEL THUE w 1890! (dowéd czasem uznawany za niekompletny), LAszL6 FEjEs TOTH w 19422,
Wisrod ukladéw kratowych: CARL FRIEDRICH GAUSS w 1831,
(c) Jaka jest gestosc najlepszego upakowania?
ROZWIAZANIE: \/er ~ 91%.
(d) Jak najgesciej upakowac jednakowe kule w przestrzeni?
RozwiazaNie: Ukladaé na sobie warstwy zlozone z kul o $rodkach w kracie trojkatnej na plaszczyznie.
(e) Kto i kiedy udowodnil, Ze tak jest najgesciej?
Rozw14zANIE: THOMAS HALES w 1998%; formalny dowdd w 2017°. Wérdd uktadéw kratowych: CARL FRIEDRICH
Gauss w 1831°. Hipoteze postawit JonHaANNEs KEPLER w 16117,
(f) Ile stron liczyt dowod?
Rozwi1AzANIE: 121 plus obliczenia komputerowe. Nie zostal w calosci sprawdzony przed publikacja.
(g) Jaka jest gestosc najlepszego upakowania?
ROZWIAZANIE: % ~ 74%.
(h) Czy kazde upakowanie ma gesto$c?
RozwiazaNiE: Nie.
(i) Jaka jest liczba wymiardow, w ktorych znamy najlepsze upakowanie jednakowych kul?
RozZwIAZANIE: 5.
(j) Jakie to sa wymiary?
RoOzZwWIAZANIE: 1, 2, 3, 8, 24.
(k) Kto i kiedy znalazl najlepsze upakowanie jednakowych kul w wymiarze 8?
RoOzZwi1AZANIE: MARYNA VIAZOVSKA W 20165
() Kto i kiedy znalazl najlepsze upakowanie jednakowych kul w wymiarze 24?
RozWIAZANIE: MARYNA VIAZOVSKA ze wspolautorami, tez w 2016°.
(m) Jaka nagrode i kiedy dostala MARYNA ViAzovskA za swoje odkrycia?
Rozwi1AzANIE: Medal Fieldsa w 2022 roku.
(n) Jak szybko maleje najlepsza gestos¢ upakowania kul ze wzrostem wymiaru?
RozwiazaNIEe: Nie wiadomo, miedzy cn2™" a 27 %97,
(0) Czy najlepsza gestos¢ zawsze maleje ze wzrostem wymiaru?
Rozwi1azANIE: Nie wiadomo, ale najlepsze znane upakowanie w wymiarze 23 jest gorsze niz w wymiarze 24!

(p) Czy najlepsza gestos¢ upakowania kul w kazdym wymiarze daje upakowanie kratowe?

RozwiazANIE: Nie wiadomo, zapewne nie. Najlepsze znane upakowanie w wymiarze 10 jest niekratowe'’.

(q) Czy najlepsza gestos¢ upakowania kul w kazdym wymiarze daje upakowanie okresowe?
Rozw1azaNIE: Nie wiadomo. Mozna uzyskac¢ najlepsza minus dowolnie maty epsilon, ale nie ma nawet dobrej
hipotezy w sprawie tego, czy optymalne upakowanie jest okresowe, kwazikrystaliczne czy chaotyczne.
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(r) A czy w ogole na pewno mozna uzyska¢ najwieksza gestosc?
Rozwiazanie: Tak! Udowodnit to HELMUT GROEMER w 1986'!.

(s) Jaka najmniejszg gesto$¢ ma zakleszczony uklad jednakowych kot na plaszczyznie?
ROZWIAZANIE: Zero'?!

(t) To samo pytanie w wymiarze 3: jaka jest najmniejsza gesto$¢ upakowania wzajemnie za-

kleszczonych kul?
RozwiazANIE: Tez zero — wystarczy poukladac na sobie takie same warstwy z konstrukcji dwuwymiarowe;.

(u) Czy kazdy zbiér wypukly na plaszczyZznie mozna upakowac gesciej niz koto?

RozwiazaNIE: Nie!

(v) Jaki zbior wypukly na plaszczyznie jest najgorszy pod wzgledem gestosci upakowania?
RozwiazaNIE: Nie wiadomo! Hipoteza (zwlaszcza w przypadku, gdy dopuszczamy tylko przesuniecia i obroty
0 180°): siedmiokat'?, a wérdd srodkowo symetrycznych: zaokraglony o$miokat (rogi zaokraglone hiperbolami
stycznymi do sasiednich bokéw i asymptotycznymi do kolejnych bokéw)™.

(w) Co mozna upakowacé gesciej: kule czy czworosciany foremne?
RozwiAzANIE: CzworosSciany. Ale nie jest to tatwe!

(x) Jaka jest gestosc¢ najlepszego upakowania czworo$cianéw foremnych?
RozwiazAaNIE: Nie wiadomo. Najlepsza znana: % ~ 86%".

(y) Czy kazdy zbior wypukly w przestrzeni mozna upakowac gesciej niz kule?
Rozwi1AzANIE: Nie wiadomo!

(z) Kto i kiedy postawil hipoteze, ze tak jest?

ROZWIAZANIE: STANISLAW ULAM W 1972 w rozmowie z MARTINEM GARDNEREM'® — cho¢ $cisle rzecz biorac
bylo to przypuszczenie, nie hipoteza.

(1) (triangulacja Delonego/Delaunay’go) Na plaszczyznie zaznaczono punkty A;, Ay, . . ., Ay, ktore
nie leza na jednej prostej. Niech &% oznacza otoczke wypukla tych punktéw (czyli najmniej-
szy wielokat wypukly je zawierajacy). Udowodnij, zZe przy pomocy odcinkéw o koncach
w punktach A, Ay, ..., A, mozna podzieli¢ F na trojkaty w taki sposob, by okregi opisane
na tych trojkatach nie zawieraly we wnetrzach zadnego z punktow A, Ay, ..., A,.

(2) Udowodnij to samo twierdzenie dla nieskoniczenie wielu punktow (przy zalozeniu, ze w kaz-
dym kole jest ich jednak skonczenie wiele).

(3) Wykaz, ze gestos¢ upakowania jednakowych kot na plaszczyznie nie przekracza \/%

(4) Krata Ty C R® skfada sie z punktéw (x1, X, . . ., xg), ktérych wspoétrzedne sa albo wszystkie
catkowite, albo wszystkie potowkowe (tj. postaci n + %), i ktore dodatkowo sumuja sie do
parzystej liczby calkowitej.

(a) Wyznacz zbior odleglosci miedzy parami punktoéw kraty T.

(b) Ilu sgsiadéow ma kazdy punkt tej kraty?

(c) Znajdz 8 wektoréw vy,0,,...,03 € Iy takich, ze Iy sklada si¢ z punktow postaci kjv; +
kovs + ... + ksvg, gdzie kq, kg, . . ., kg sa catkowite.

(d) Wyznacz gestos¢ upakowania zadang przez krate Is.

(5) (twiedzenie de Bruijna) Ceglami o wymiarach a X ab X abc (gdzie a, b, c s dodatnimi liczbami
catkowitymi) wypeliono szczelnie pudetko A X B X C. Udowodnij, ze liczby A, B, C mozna
pozamienia¢ w taki sposob, ze a dzieli A, ab dzieli B, zas abc dzieli C.
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