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(a) Jak najgęściej upakować jednakowe koła na płaszczyźnie?
Rozwiązanie: W węzłach siatki trójkątnej.

(b) Kto i kiedy udowodnił, że tak jest najgęściej?
Rozwiązanie: Axel Thue w 18901 (dowód czasem uznawany za niekompletny), László Fejes Tóth w 19422.
Wśród układów kratowych: Carl Friedrich Gauss w 18313.

(c) Jaka jest gęstość najlepszego upakowania?
Rozwiązanie: 𝜋√

12
≈ 91%.

(d) Jak najgęściej upakować jednakowe kule w przestrzeni?
Rozwiązanie: Układać na sobie warstwy złożone z kul o środkach w kracie trójkątnej na płaszczyźnie.

(e) Kto i kiedy udowodnił, że tak jest najgęściej?
Rozwiązanie: Thomas Hales w 19984; formalny dowód w 20175. Wśród układów kratowych: Carl Friedrich
Gauss w 18316. Hipotezę postawił Johannes Kepler w 16117.

(f) Ile stron liczył dowód?
Rozwiązanie: 121 plus obliczenia komputerowe. Nie został w całości sprawdzony przed publikacją.

(g) Jaka jest gęstość najlepszego upakowania?
Rozwiązanie: 𝜋√

18
≈ 74%.

(h) Czy każde upakowanie ma gęstość?
Rozwiązanie: Nie.

(i) Jaka jest liczba wymiarów, w których znamy najlepsze upakowanie jednakowych kul?
Rozwiązanie: 5.

(j) Jakie to są wymiary?
Rozwiązanie: 1, 2, 3, 8, 24.

(k) Kto i kiedy znalazł najlepsze upakowanie jednakowych kul w wymiarze 8?
Rozwiązanie: Maryna Viazovska w 20168.

(l) Kto i kiedy znalazł najlepsze upakowanie jednakowych kul w wymiarze 24?
Rozwiązanie: Maryna Viazovska ze współautorami, też w 20169.

(m) Jaką nagrodę i kiedy dostała Maryna Viazovska za swoje odkrycia?
Rozwiązanie: Medal Fieldsa w 2022 roku.

(n) Jak szybko maleje najlepsza gęstość upakowania kul ze wzrostem wymiaru?
Rozwiązanie: Nie wiadomo, między 𝑐𝑛2−𝑛 a 2−0,599𝑛 .

(o) Czy najlepsza gęstość zawsze maleje ze wzrostem wymiaru?
Rozwiązanie: Nie wiadomo, ale najlepsze znane upakowanie w wymiarze 23 jest gorsze niż w wymiarze 24!

(p) Czy najlepszą gęstość upakowania kul w każdym wymiarze daje upakowanie kratowe?
Rozwiązanie: Nie wiadomo, zapewne nie. Najlepsze znane upakowanie w wymiarze 10 jest niekratowe10.

(q) Czy najlepszą gęstość upakowania kul w każdym wymiarze daje upakowanie okresowe?
Rozwiązanie: Nie wiadomo. Można uzyskać najlepszą minus dowolnie mały epsilon, ale nie ma nawet dobrej
hipotezy w sprawie tego, czy optymalne upakowanie jest okresowe, kwazikrystaliczne czy chaotyczne.
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(r) A czy w ogóle na pewno można uzyskać największą gęstość?
Rozwiązanie: Tak! Udowodnił to Helmut Groemer w 198611.

(s) Jaką najmniejszą gęstość ma zakleszczony układ jednakowych kół na płaszczyźnie?
Rozwiązanie: Zero12!

(t) To samo pytanie w wymiarze 3: jaka jest najmniejsza gęstość upakowania wzajemnie za-
kleszczonych kul?
Rozwiązanie: Też zero — wystarczy poukładać na sobie takie same warstwy z konstrukcji dwuwymiarowej.

(u) Czy każdy zbiór wypukły na płaszczyźnie można upakować gęściej niż koło?
Rozwiązanie: Nie!

(v) Jaki zbiór wypukły na płaszczyźnie jest najgorszy pod względem gęstości upakowania?
Rozwiązanie: Nie wiadomo! Hipoteza (zwłaszcza w przypadku, gdy dopuszczamy tylko przesunięcia i obroty
o 180◦): siedmiokąt13, a wśród środkowo symetrycznych: zaokrąglony ośmiokąt (rogi zaokrąglone hiperbolami
stycznymi do sąsiednich boków i asymptotycznymi do kolejnych boków)14.

(w) Co można upakować gęściej: kule czy czworościany foremne?
Rozwiązanie: Czworościany. Ale nie jest to łatwe!

(x) Jaka jest gęstość najlepszego upakowania czworościanów foremnych?
Rozwiązanie: Nie wiadomo. Najlepsza znana: 4000

4671 ≈ 86%15.
(y) Czy każdy zbiór wypukły w przestrzeni można upakować gęściej niż kulę?

Rozwiązanie: Nie wiadomo!
(z) Kto i kiedy postawił hipotezę, że tak jest?

Rozwiązanie: Stanisław Ulam w 1972 w rozmowie z Martinem Gardnerem16 — choć ściśle rzecz biorąc
było to przypuszczenie, nie hipoteza.

(1) (triangulacja Delonego/Delaunay’go) Na płaszczyźnie zaznaczono punkty𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 , które
nie leżą na jednej prostej. Niech ℱ oznacza otoczkę wypukłą tych punktów (czyli najmniej-
szy wielokąt wypukły je zawierający). Udowodnij, że przy pomocy odcinków o końcach
w punktach 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 można podzielić ℱ na trójkąty w taki sposób, by okręgi opisane
na tych trójkątach nie zawierały we wnętrzach żadnego z punktów 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 .

(2) Udowodnij to samo twierdzenie dla nieskończenie wielu punktów (przy założeniu, że w każ-
dym kole jest ich jednak skończenie wiele).

(3) Wykaż, że gęstość upakowania jednakowych kół na płaszczyźnie nie przekracza 𝜋√
12

.

(4) Krata Γ8 ⊆ ℝ8 składa się z punktów (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥8), których współrzędne są albo wszystkie
całkowite, albo wszystkie połówkowe (tj. postaci 𝑛 + 1

2 ), i które dodatkowo sumują się do
parzystej liczby całkowitej.
(a) Wyznacz zbiór odległości między parami punktów kraty Γ8.
(b) Ilu sąsiadów ma każdy punkt tej kraty?
(c) Znajdź 8 wektorów 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣8 ∈ Γ8 takich, że Γ8 składa się z punktów postaci 𝑘1𝑣1 +

𝑘2𝑣2 + . . . + 𝑘8𝑣8, gdzie 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘8 są całkowite.
(d) Wyznacz gęstość upakowania zadaną przez kratę Γ8.

(5) (twiedzenie de Bruijna) Cegłami o wymiarach 𝑎 ×𝑎𝑏 ×𝑎𝑏𝑐 (gdzie 𝑎, 𝑏, 𝑐 są dodatnimi liczbami
całkowitymi) wypełniono szczelnie pudełko 𝐴 × 𝐵 ×𝐶 . Udowodnij, że liczby 𝐴, 𝐵,𝐶 można
pozamieniać w taki sposób, że 𝑎 dzieli 𝐴, 𝑎𝑏 dzieli 𝐵, zaś 𝑎𝑏𝑐 dzieli 𝐶 .
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